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ЗАМѢЧЕННыЯ ОпЕЧАТКИ.

Стран. Строка.

11 низу 5 сверху 8 снизу 2 сверху 6 снизу 10 сверху 10 сниз 8 сверху Hапечатано:

требовній многочиселъ пятидесяти, но не более пятисотъ пятисотъ, но не болѣе пяти тысячъ въ пятомъ — менѣе 4.0,001 +0,0040 +0,0053 (23) (23) synopis 1238861 /3 (a -b)+2ab 0,0002 Чumaŭ:

требованій не читай многочленъ пяти, но не болѣе пятадесяти пятидесяти, но не болѣе пятисотъ въ пятомъ — менѣе 1.0,001 +0,0039 +0,0052 (13) (13) synopsis 1238661 и исправь дальше вычисленіе III.

/ (a -b) 2+ ab +0,0002
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предисловіе.

Вычисленіе неизвѣстной величины по извѣстнымъ даннымъ удобнѣе всего производится въ томъ случаѣ, когда связь между искомой и данными выражена алгебраической формулой. Такъ какъ всякая алгебраическая более или менѣе сложная формула можетъ быть подвергнута многочисленнымъ преобразованіямъ, то мы можемъ выбрать изъ многихъ видовъ одной и той же формулы тотъ ея видъ, который требуетъ наименље вычисленій.

Кромѣ того, если искомая величина не можетъ быть вычпслена совершенно точно, или же, если можно довольствоваться приближеннымъ численнымъ значеніемъ ея, мы можемъ наӥти самый удобный и самый короткій путь для вычисленія ея, если она выражена алгебраической формулой.

Извѣстныя величины, отъ которыхъ зависитъ искомая, могутъ быть выражены, или точными числами, или приближенными. Въ первомъ случаѣ мы можемъ вычислить искомую величину, или совершенно точно, или съ какой угодно точностью.

Во второмъ случаѣ мы можемъ найти только приближенное численное значеніе искомой величины и степень точности приближеннаго числа будетъ огранпчена. Иоэтому при вычисленіи алгебрапческой формулы можетъ быть предъявлено одно наъ двухъ требовній:

а) Вычислить нензвѣстную съ заранље заданной точностью.

в) Вычислить неизвѣстную съ найбольшеі точностью, допускаемой неточностью данныхъ.

Большая или меньшая сложность вычисленій зависитъ отъ степени точности, съ какой должна быть вычислена искомая величина: чѣмъ точнђе требуется вычпслпть нензвѣстную, тѣмъ сложнђе будетъ вычисленіе. Если же степень точности искомой величпны уже задана, то и тогда, вычисляя формуду такъ илпиначе, можно достигнуть вскомаго результата посред¬
5

ствомъ более или менве сложнаго вычисленія. Очевидно, м должны изъ многихъ способовъ, ведущихъ къ цѣли, избрач простѣишій. Поэтому вмѣстѣ съ требованіемъ вычислить неизкестную величину съ заранђе заданной точностью предъя ллется требованіе изъ многихъ способовъ вычисленія избрать простѣйшій. Это последнее требованіе предъявляется и въ том случае, когда данныя, отъ которыхъ зависитъ искомая, приближенныя числа, но къ нему присоединяется еще требованіе вычислить искомую величину какъ можно точнве и опредѣлить погрѣшность въ ней.

Итакъ при приближенномъ вычисленіи алгебраической формулы нужно различать два случая:

а) Если данныя, отъ которыхъ зависитъ искомая величина, выражены точными числами, то предъявляется требованіе вычислить искомую величину съ требуеной точностью кратчайшимъ способомъ.

) Если данныя, отъ которыхъ зависитъ искомая величина, выражены приближенными числами, тогда предъявляется требованіе вычислить искомую величину съ найбольшей точностью.

m
6

ПPИБJИKEHHOE ИCЧACJEHIE.

m Введеніе.

1. Положимъ, что точное значеніе нѣкоторой величины х есть 1530, а мы ради простоты или по какой либо другой причинѣ примемъ, что х = 1500, то получимъ приближенное значеніех. Разность между приближеннымъ значеніемъ х и его точнымъ значеніемъ, т. е. 30, называется абсолютной погрѣшностью; отношеніе абсолютной погрѣшности въ х къ его точному значенію, т. е.

— 5, называется относительной поіръшностью. Приближенное число можетъ быть менѣе точнаго значенія выраженной имъ величины, можетъ быть и болѣе. Въ первомъ случаѣ мы будемъ называть его приближеннымъ числомъ съ недостаткомъ, во второмъ — съ избыткомь. 1500 есть приближенное значеніе х съ недостаткомъ и съ погрѣшностью въ 30 ф., а 1600 есть прпближенное значеніе х съ избыткомъ и съ погрѣшностью въ 70 ф.

Приближенное число съ недостаткомъ можно исправить, прибавдяя къ нему абсолютную погрѣшность.

–1500–+30 Приближенное число съ избыткомъ можно тоже исправить, отнимая отъ него аб̆солютную погрѣшность.

x=1600 –70 По этой причинѣ абсолютную погрѣшность называютъ еще попраекой приближеннаго числа. Поправка приближеннаго числа съ недостаткомъ есть положительная величина, а приближеннаго числа съ избыткомъ — отрицательная. Поэтому го¬
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ворятъ: абсолютная погрѣшность въ числѣ 1500, или поправка числа 1500 есть + 30; абсолютная погрѣшность въ числѣ 1600, или поправка числа 1600 есть — 70. Кромѣ того, будемъ говорить: относительная погрѣшность вь числѣ 1500 есть а относительная погрѣшность въ числѣ 1600 есть 2. При измѣреніи длины, при взвѣшиваніп, при опредѣленіи температуры и вообще при всякомъ измѣреніи посредствомъ какого бы то ни было измѣрительнаго прибора мы находимъ только приближенное значеніе измѣряемой величины и при этомъ погрѣшность въ найденномъ такимъ образомъ числѣ остается непзвѣстной намъ. Точно также при вычпсленіи прраціональной величины, напр. V 3, т и пр., мы можемъ найти только приблпженное ея значеніе п при этомъ погрѣшность въ вычисленномъ числѣ остается тоже неизвѣстной. Но почти всегда можно найти, какъ для вычисляемой, такъ и для измѣряемой величины, такія два мало разнящіяся между собою числа, изъ коихъ одно болље, а другое менее разсматриваемой величины. Меньшее изъ такихъ двухъ чиселъ называется нисшимъ извѣстнымъ намъ предѣломъ разсматриваемой величины, а большее — высшимъ пределомъ. Взвешиваемъ напр. тѣло и находимъ, что весъ его более 184 зол., и менее 188 зол. Въ такомъ случаѣ 184 зол. будетъ нисшимъ известнымъ намъ предвломъ вѣса тела, а 183 зол. – высшимъ предѣломъ. Разность между пределами неизвѣстнаго намъ вѣса тѣла 4 з0л. Истинный весъ тѣела разнится, какъ отъ нисшаго, такъ и отъ высшаго его предѣла менѣе, чѣмъ на 4 з01. Можно прпнять за вѣсъ тѣла 184 зох. и тогда 184 зол. будетъ приближеннымъ числомъ съ недостаткомъ и съ точностью до 4 зол. Можно за вѣсъ тѣла принять 188 зол. и тогда 188 зол. будетъ приближеннымъ числомъ съ избыткомъ и съ точностью тоже до 4 з0л.

Наконецъ, за вѣсъ тѣла можно принять среднее ариометическое между высшимъ и нисшимъ его предѣлами, т. е. 186 зол., и тогда 186 зол. будетъ приближеннымъ числомъ съ недостаткомъ или избыткомъ и съ точностью до 2 зох.
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Чтобы исправить приближенное число съ недостаткомъ, т. е.

184 з0л., надо къ нему прибавить некоторое число, меньшее 4 зол.

Поэтому можно сказать:

p=184+, гдѣ ристинный вѣсъ тѣла, а  правильная положительная дробь *).

Чтобы исправить приближенное число съ избыткомъ 188 зол., надо изъ него вычесть некоторое число, меньшее 4 з0л.

поэтму p=188 –4v Чтобы исправить приближенное число съ недостаткомъ или избыткомъ, т. е. 186 зол., надо или увеличить, или уменьшить его на число, меньшее 2; поэтому =186-1-27.

Будемъ называть+4 зол. предѣломъ погрѣшности приближеннаго числа съ недостаткомъ, т. е. 184 з0л.,— 4 з0л. пределомъ погрѣшности приближеннаго числа съ избыткомъ, т. е.

188 зол., и наконецъ—12 зол. положительнымъ и отрицательнымъ предѣлами погрѣшности приближеннаго числа съ недостаткомъ, или избыткомъ, т. е. 186 зол.

Предѣломъ погрѣшности опредѣляется степень точности приближеннаго числа. Чѣмъ менље абсолютное значеніе предела погрѣшности приближеннаго числа, тѣмъ оно точне.

Полезно обратить вниманіе на тождественность слѣдующихъ выраженій:

а) х заключастся между 543 и 549.

в) 543 и 549 суть нисшій и высшій предѣлы числа х.

с) 543 есть приближенное значеніе х съ недостаткомъ и съ точи. до 6.

d) 549 есть приближенное значеніе х съ избыткомъ и съ точн. до 6.

е) 546 есть приближенное значеніе х съ избыткомъ или недостаткомъ и съ точн. до 3.

) 543 есть приближенное значеніе х съ точн. до+6.

д) 549 есть приближенное значеніе х съ точн. до—6.

h) 546 есть приближенное значеніе х съ точн. до-13.

*) Условимся здѣсь обозначать греческими буквами правильныя положительныя дроби.
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i) x=4u.

) x=549 -6v.

k) x=546-1-3y.

1) Предѣлъ абсолютной погрѣшности приближеннаго числа 543 есть6.

т) Предѣлъ абсолютной погрѣшности приближеннаго числа 549 есть—6.

п) Положительный и отрицательный предѣлы абсолютной погрѣшности приближеннаго числа 546 суть-13.

Всѣ эти 14 выраженій тождественны между собою, а потому каждое изъ нихъ преобразуется въ каждое изъ остальныхъ, 3. Если и= 546+3р, то не сдѣлаемъ ошибки, если скажемъ, что =546+–5β, потому, что если погрѣшность въ числѣ 546 менље 3, то а̀ огіоi она мен 5.

И такъ если дано приближеннос число и предѣлъ погрѣшности въ немъ, то мы не сдѣлаемъ ошибки, если увеличим предѣлъ погрѣшности. На этомъ основано упрощеніе предѣ.

огршности. оложимъ: 527±1,783.

Вместо этого можно сказать:

=527+ Изъ этого слѣдуетъ, что упрощая предѣлъ погрѣшности мы въ то же время увелнчиваемъ его, а вследствіе этого расширяемъ предѣлы, внутри которыхъ находится точное значеніе разсматриваемой величины.

Если предъявлено требованіе вычислить некоторую величину ꙁ съ точн. д0+0,3, а мы вычислимъ ее точнѣе, напр.

съ точностью до +0,1, то требованіе будетъ выполнено, по тому что если напр. окажется, что = 87, 4+0, 1д, то à fortiori  = 87,4+0,3v.

4. По принципу цѣлесообразности надо, чтобы съ одноі стороны приближенное число, а съ другой предѣлъ погрѣшно сти выражался какъ можно проще.

Если число выражено по десятичной системѣ счисленія то самымъ простымъ выраженіемъ для предѣла погрѣшность будетъ единица какого либо разряда десятичной системы, т. е наиболее целесообразно выражать приближенно данную вели.

чнну съ точносты, напр., до 100, 10, 1, 0,1, 0,01, 0,001 и т. д.
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Пределъ погрѣшности составнаго именованнаго числа следуетъ выражать одной единицей какого либо наименованія, напр. 5 ф.

7 л. 2 з. съ точн. до 1 з. Пределъ погрешности приближеннаго числа, выраженнаго обыкновенной, или смѣшанной дробью, слѣдуетъ выражать тоже дробью, у которой числитель единица, а знаменатель равенъ знаменателю приближеннаго числа, напр.

-съ точн. до Теперь разсмотримъ, какое выраженіе приближеннаго числа будетъ наиболѣе удобно въ томъ случаѣ, когда предѣлъ погрѣшности уже указанъ. Если х должно быть выражено съ точностью до 0,01, то самымъ удобнымъ выраженіемъ для него будетъ десятичнан дробь, у которой единицы найнисшаго разряда будутъ выражать сотыя доли. Есливѣсъ тѣла долженъ быть выраженъ съ точностью до 4 ф., то надо, чтобы и единицы наинисшаго наименованія были фунты. Если пределъ погрѣшности приближеннаго числа выраженъ обыкновенной дробью, то и приближенное число должно быть выражено дробью, у которой знаменатель равенъ знаменателю предела погрешности.

Поэтому, если, напр., х должно быть вычислено съ точи. до 0,001, то надо, чтобы оно было, напр., такъ выражено: х= 53, 784.

Если z должно быть найдено съ точи. до 1 фута, то оно должно быть выражено, напр., такъ: 2= 57 саж. 5 ф. Если у должно быть опредѣлено съ точн. до, то наиболѣе удобнымъ выраженіемъ для у будетъ дробь, напр, такая; у = Мы назвали такой способъ выражать приближенное число нанболѣе удобнымъ, потому что предѣлы, внутри которыхъ заключается точное значеніе разсматриваемой величины, опредѣляются найпростѣйшимъ образомъ. Кромѣ того, условившись разъ на всегда выражать приближенныя числа, положимъ, съ недостаткомъ, а предѣлъ погрѣшности одной единицей найнисшаго разряда приближеннаго числа, если оно выражено по десятпчной системѣ, или одной единицей найнисшаго наименованія, если приближенное число выражено составнымъ именованнымъ числомъ, или правильной дробью, у которой числитель 1, а знаменатель равенъ знаменателю приближеннаго числа,—
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мы можемъ совсѣмъ не говорить о предѣлѣ погрѣшности, такъ какъ онъ будетъ подразумъватьсл.

Возьмемъ нѣсколько приближенныхъ чиселъ:

a) 537, 48.

b) 123.

c) 570.

d) 2 пу 7 . 8 1.

Иодразумѣваемые предѣлы погрешности будутъ соотвѣтственно:

a)+-0,01,b)+1, )+10, )+1, e)Если бы мы заранѣе условились выражать приближенныя числа съ избыткомъ, то подразумѣваемые предѣлы погрѣшности для тѣхъ же чиселъ были бы соотвѣтственно:

a) -0,01, b)-1, c) -10, d) -1 F., e)Наконецъ, если бы мы условились выражать приближен ныи числа съ избыткомъ или недостаткомъ, то подразумѣваемые предѣлы погрѣшности были бы соотвѣтственно:

a) -1-0,01, b)-1-1, c)-1-10 d) -1-1., e) Примъчаніе. Приближенное число 3,7 съ точи. до 0,01 слѣдуетъ писать такъ: 3,70, и на оборотъ, если будетъ написано приближенное число 8,470, то подразумеваемая погрѣшность будетъ менже 0,001. Если же написано приближенное число 5470, то подразумѣваемый пределъ погрѣшности можетъ быть или 10, или 1. Для устраненія недоразумѣнія надо въ такомъ случае писать поправку приближеннаго числа. Это недоразумѣніе само собою уничтожается, если 5470 есть одно изъ чиселъ таблицы, въ которой всѣ числа даны съ одинаковой степенью точности. Если всѣ числа этой таблицы имеютъ О на концѣ, то само собою разумђется, что пределъ погрѣшности всехъ чиселъ 10, а не 1.

5. Можно выразить приближенное число такъ. чтобы подразумѣваемый предѣлъ погрѣшности былъ не единица, а полъединицы найнисшаго разряда. Положимъ: х=57,32748. Отбрасывая послѣднія четыре цифры, мы получимъ приближенное
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число 57,3 съ точн, до+0,1, а увеличивъ послѣднюю пиру на ], получимъ приближенное число 57, 4 съ точи. до —0,1.

Одно изъ этихъ приближенныхъ чиселъ 57,3 ближе къ точному значенію х, чѣмъ другое 57,4; разность между х и 57, 3 менве.

0,05, а разность между х и 57,4 более 0,05. Поэтому 57,3 есть приближенное значеніе х съ точн. до 0,05, или до полуединицы найнисшаго разряда. Вообще если =31,47 +0,01, то 2=31,48 —0, 1е, и одно изъ этихъ двухъ приближенныхъ значеній  будетъ отличаться отъ  менѣе, чѣмъ на полъединицы найнисшаго разряда. Поэтому вмѣсто требованія выразить нѣкоторую величину ꙁ съ точн. до+0,01, можно предъявить требованіе выразить эту величину числомъ съ двумя десятичными знаками и съ найбольшей точностью. Въ такомъ случаљ изъ двухъ приближенныхъ значеній ꙁ —одного съ точн.

д0+0,01, а другого съ точн, до —0,01 мы должны взять то, которое разнится отъ точнаго значенія ъ менље, чѣмъ на половину одной сотой.

6. И такъ можно условиться выражать приближенныя числа однимъ изъ слѣдующихъ трехъ способовъ:

а) съ точностью до единицы найнисшаго разряда съ недостаткомъ или избыткомъ, напр.

= 52,84-1-0,01:.

) съ точностью до единицы найнисшаго разряда съ недостаткомъ, напр.

y =8,4152-1-0,0001n.

с) съ точность до полуединицы найнисшаго разряда съ избыткомъ или недостаткомъ, напр.

2 =4,3-+-0,05ε.

Иримѣчаніе: Можно еще условиться выражать приближенныя числа съ точностью до единицы найнисшаго разряда съ избыткомъ. Но такой способъ выражать приближенныя числа равнозначителенъ со вторымъ способомъ, потому что если напр.

х=53,7 —0, 1, то х= 53,6+0,1е и наборотъ.

Условимся называть приближенное число, выраженное по одному изъ трехъ вышеупомянутыхъ способовъ приближеннымъ числомъ каноническаго вида. Приближеннымъ числомъ перваго каноническаго еида будемъ называть число съ точностью до единицы найнисшаго разряда съ недостаткомъ или избыткомъ, напр.

a =73,8-1-0,10,
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Приближеннымъ числомъ стораго каноническаго вида будемъ называть число съ точностью до единицы найнисшаго разряда съ недостаткомъ, напр.

d=8,73+0,01η.

Приближеннымъ числомъ третьяюо каноническаго вида будемъ называть число съ точностью до полуедпннцы найнисшаго разряда съ недостаткомъ или избыткомъ, напр.

=315-1-0,51.

7. Сравнимъ приблпженныя числа каждаго изъ трехъ каноническпхъ видовъ другъ съ другомъ.

а) Иоложимъ х=3,46-1-0,01. Въ такомъ случа по § 2 точное значеніе х заключается между 3,45 и 3,47. Разность пределовъ х равна двумъ единпцамъ найнпсшаго разряда приближеннаго числа, т. е. 0,02, а потому x–3,45+0,02ε, x= 3,47 —0,02η.

) Положимъ у=3,46+0,01. Въ такомъ случае у заключается между 3,46 и 3,47. Разность предѣловъ у-ка равна одной единицѣ найнисшаго разряда прпближеннаго числа, т. е.

0,01. Среднее арпометическое между предѣлами у-ка т. е. 3,465 есть приближенное число съ точн. до10,005 т. е.

y=3,465-1-0,005ε.

с) Предположимъ, наконецъ, что = 3,46-10,005і. Въ такомъ случаљ  заключается между 3,455 и 3,465. Разность предѣловъ  тоже равна одной единицѣ найнисшаго разряда приближеннаго числа, т. е. 0,01.

Сравнивая второй и третій каноническіе виды, мы находимъ, что разность пределовъ, внутри которыхъ ааключается точное значеніе разсматриваемой величины, для обоихъ видовъ одна и та же, а пменно равна одной единицѣ найнисшаго разряда, а потому степень точности для обоихъ видовъ одна и та же. Для чпсла втораго канонпческаго вида найпроще выражаются предѣлы, внутри которыхъ находится точное значеніе, а для числа третьяго каноническаго вида наипроще выражается среднее ариеметпческое между предѣлами точнаго значенія разсматриваемой велпчины.

Первый каноническій видъ приближеннаго числа съ точни зрѣнія принцпповъ цѣлесообразности (начала найменьшаго дѣиіствія п найбольшаго эфекта) стоитъ ниже втораго и третьяго каноническихъ видовъ, такъ какъ разность предѣловъ, внутри
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которыхъ заключается точное значеніе, выражаемой этимъ числомъ величины, равна не одной, а двумъ единицамъ найнисшаго разряда; слѣд. число извѣстно съ меньшей точностью, не будучи въ тоже время проще.

7. Каждый изъ этихъ трехъ способовъ выражать приближенныя числа имѣетъ примененіе на практикѣ. Окончательные результаты слѣдуетъ приводить ко второму, или къ третьему каноническому виду, но принято приводить ихъ къ третьему каноническому виду. Такъ напр., лагариомы чиселъ и гоніометрическихъ функцій, различныя постоянныя т, е и проч. выражаются обыкновенно съ точностью до полуединицы найнисшаго разряда съ изб. или нед. Во многихъ (если це во всехъ) случаяхъ можно предпочесть второй каноническій видъ третьему.

Иримъчаніе. Иногда подъ послѣдней цифрой приближеннаго числа третьяго каноническаго вида ставится особый значекъ (черточка) дляобозначенія того, что приближенное число боле точнаго значенія выражаемой имъ величины. Такъ напр. въ логариомическихъ таблицахъ Шлемильха Іод5654= 3,75236;

это значитъ что 3,75236 естъ приближенное число съ точностью до — 0,000005. Въ тѣхъ же таблицахъ од5658= 3,75266;

здесь подразумеваемая поправка положительна и менее 0,000005.

Такой значекъ даетъ возможность найти число съ точностью до 14 единицы найнисшаго разряда. Въ самомъ дѣлѣ lод 5654 заключается между 3,752355 и 3,752360; среднее арпеметическое этихъ предѣльныхъ чиселъ 3,7523575 есть приближенное значеніе lод 5654 съ точн. д0-+0,0000025.

Приближенное число перваго каноническаго вида для окончательныхъ результатовъ не годится, если имѣется въ виду строго соблюсти основной принципъ цѣлесообразности (начало найменьшаго действія и найбольшаго эффекта), по которому въ разсматриваемомъ случае следуетъ данную величину (напр. Іоg17) выразить найточнће даннымъ числомъ цифръ (напр. 7-ю цифрами). Но для вспомогательныхъ чиселъ, т. е.

для чиселъ, надъ которыми надо произвести еще вычисленіе, этотъ каноническій видъ очень часто примљняется, такъ какъ во многихъ случаяхъ можно довольствоваться приближеннымъ числомъ съ точи. до двухъ единицъ найнисшаго разряда съ недостаткомъ. Кромѣ того существуютъ особенныя причины,
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12 – по которымъ мы не можемъ отказаться отъ этого вида приближеннаго числа, но объ этомъ будетъ рѣчь ниже.

8. Пусть х=542,8463. Если мы оторосимъ двѣ послѣднія цифры, т. е. тысячныя и десятичныя долп, то получимъ 542,84.

Это число будетъ приближеннымъ значеніемъ х съ точн. до +0,01, а 542,85 будетъ приближеннымъ значеніемъ х съ точн.

до —0,01, и также съ точн. до-1-0,005. Эту операцію будемъ называть укорачиеаньемъ до сотыхъ долей. Это чпсло можно укоротить до десятыхъ долей, до единицъ, десятковъ и т. д.

Поэтому можно написать х= 540+10р, или х= 550—10λ, или х= 540—1-5, или х= 543—10,5р, и т. д. Укорачивать можно, какъ точное число, такъ и приближенное.

Результаты сложенія и умноженія приближенныхъ чиселъ будутъ выражаться приближенно съ точи. до нѣсколькихъ единицъ найнисшаго разряда суммы, или произведенія. Укорачивая такое приближенное число на одну, двѣ, три и т. д. цифръ, мы можемъ привести его къ одному изъ трехъ каноническихъ видовъ.

виду.

9. Разсмотримъ сперва приведеніе къ первому каноническому Пусть х=41,37+0,06. Укорачивая это число на одну цифру, мы делаемъ погрѣшность0,07; поэтому х= 41,30,13р.

Упрощая пределъ погрешности, нолучаемъ: х= 41,30,2. Увеличивая послѣднюю цифру на 1, мы приводимъ его къ первому каноническому виду:

–41,4-10,1n.

Вообще если приближенное число менже точнаго значенія выражаемой имъ величины и если погрѣшность менѣе десяти единицъ найнисшаго разряда, то отбрасывая послѣднюю цифру, мы увеличиваемъ погрѣшность менѣе, чѣмъ на десять единнцъ найнисшого разряда, а потому получаемъ приближенное число съ недостаткомъ, коего погрѣшность менће двадцати едиипцъ найнисшаго разряда укорачиваемаго числа, или менђе двухъ единицъ укороченнаго числа. Увеличивая на единицу послѣднюю цифру укороченнаго числа, мы приводимъ его къ первому каноническому виду.

усть у=7,3483+0,0072.

Укорочивая это число на двѣ цифры, получаемъ:

=,34|0,0155λ
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Упрощая пределъ погрѣшности, получаемъ:

–7,34|0,0.

А вмѣсто этого можно написать:

–7,35-10,010.

Отсюда слѣдуетъ, что если приближенное число мене точнаго значенія выражаемой имъ величины, и погрѣшность менве ста единицъ найнисшаго разряда, то отбрасывая послѣднія двѣ цифры (или замѣняя ихъ нулями), мы увеличиваемъ погрѣшность не болѣе, чѣмъ на сто единицъ найнисшаго разряда, и потому получаемъ приближенное число съ недостаткомъ и съ точностью до двухсотъ единицъ найнисшаго разряда неукороченнаго числа, или до двухъ единицъ найнисшаго разряда укороченнаго числа. Увеличивъ послѣднюю цифру укороченнаго числа на единицу, мы прпводимъ его къ первому каноническому виду.

Итакъ для приведенія приближеннаго числа съ недостаткомъ къ первому каноническому виду надо укоротить его на одну цифру, если погрвшность менђе десяти единицъ найннсшаго разряда, — на двѣ цифры, если погрѣшность менее ста единицъ, — на три цифры, если погрѣшность менље тысячи единицъ, и т. д., и за тѣмъ увеличить на 1 послѣднюю цифру укороченнаго числа.

Примѣры на приведеніе къ первому каноническому виду:

=53847+82–53900–+–100λ g=84,4-|-03β—85-1-7 r= 47,58—1-0,03ς —47,55—+-0,06σ=47,6—1-0,10 =1423,4-1-4,30=1419,1+8,61=1420-1-10 10. Призеденіе приближеннаго числа ко сторому каноническому виду.

Примѣры:

x=43,873+0,004=43,87+0,01λ.

y—57,485+0,007β —57,4+0,17.

=13,42999+-0,00002 =13,4+-0,13.

=14,837+0,043 =14,8+0,1.

=87,734+0,087+=87+ Изъ этихъ примѣровъ видно, что для приведенія приближеннаго числа съ недостаткомъ ко второму каноническому виду нельзя дать столь простаго правила, какое дано было выше для приведенія его къ первому каноническому виду, потому что
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если, напр., погрѣшность менве десяти единицъ найнисшаго разряда приближеннаго числа, то для прпведенія его ко второму каноническому виду иногда достаточно бываетъ укоротить его только на одну цифру, но иногда надо бываетъ укоротить его на двѣ, три, четыре и болѣе цифръ.

11) Ириведеніе къ третьему каноническому виду.

Примѣры:

x– 132,88-+-0,04β=132,9-1-0,057.

y=13,873+-0,004=13,9-+0,05.

2=15,44999+-0,00003σ =15,4500-+-0,000050.

Изъ этихъ примѣровъ видно, что укорачивая на одну или двѣ цифры, мы приводимъ приближенное число къ третьему каноническому виду, если погрѣшность не болѣе десяти единицъ найнисшаго разряда приближеннаго числа. Но бываютъ случаи, когда совсѣмъ нельзя привести приближенное число къ третьему каноническому виду. Такъ, напр., если бы было предъавлено требованіе привести къ третьему каноническому виду и вмѣстѣ съ тѣмъ укоротить до десятыхъ долей приближенное число =15,44999+0,00003е, то этого нельзя было бы сдѣлать, такъ какъ что  заключается между 15,44999 и 15,45002, а потому 15,4 отличается оть одного изъ предѣловъ, а 15,5 отъ другаго боле, чмъ на половину одной десятой. Слѣд. приведеніе къ третьему каноническому виду не можетъ быть подведено подъ одно правило безъ исключеній.

12) Такъ какъ приведеніе ко второму и третьему каноническимъ видамъ нельзя облечь въ одно опредѣленное правило, недопускающее исключеній, а приведеніе къ первому каноническому виду подчинено определенному простому правилу, то при приближенномъ вычисленіи довольствуются полученіемъ въ результатѣ приближеннаго числа перваго каноническаго вида.

Если же требуется выразить искомую величину приближеннымъ числомъ втораго, или третьяго каноническаго вида, то все таки выражаютъ ее сперва прпближеннымъ числомъ перваго каноническаго вида, а потомъ уже полученный результатъ посредствомъ укорачиванія приводятъ ко второму, или третьему каноническому виду. Только поступая такимъ образомъ, можно придать приближеннымъ вычисленіямъ желательную опредѣленность.
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Разсмотримъ теперь приведеніе чиселъ перваго каноническаго вида ко сторому и третьему видамъ.

Иримљры на приведеніе ко второму каноническому виду:

x =47,438–1-0,001μ= 47,43+0,01λ.

–—534,9–10,1=534+ =43,320+0,001=43,3+014.

1=0,837000 —+-0,000001$=0,83+-0,017.

Изъ этихъ примѣровъ видно, что дла приведенія приближеннаго числа перваго каноническаго вида ко второму канонпческому виду надо укоротить его на одну цифру, за исключеніемъ того случая, когда на концѣ числа одинъ, два или нѣсколько нулей. Въ этомъ послѣднемъ случаѣ надо отбросить всѣ нули и одну значущую цифру.

13. Отсюда вытекаетъ необходимость руководствоваться при приближенномъ вычисленіи нижеследующимъ правиломъ, если предъявлено требованіе выразить искомый результатъ приближеннымъ числомъ втораго каноническаго вида. Чтобы вычислить х, напр., съ точностыю до+0,001, надо вычислить х предварительно съ точностью до—+0,0001 и укоротить полученное число на одну цифру, если послѣдняя справа цифра не О; если же окажется на концѣ 0, то надо произвести во второй разъ вычисленіе съ точн. до—10,00001 и укоротить полученное число на двѣ пифры, если онѣ не окажутся нулями; если же послѣднія двѣ справа цифры будутъ нули, то надо произвести вычисленіе въ третій разъ съ точн. до—10,000001 и т. д.

Доказательство этого правила. Если мы будемъ руководствоваться этимъ правиломъ, то вѣроятность того, что надо бу детъ произвести во второй разъ вычисленіе будетъ —0, но если случится, что надо произвести во второй разъ вычисленіе, то вѣроятность того, что надо будетъ произвести въ третій разъ вычисленіе, будетъ, но если опять случится, что надо произвести въ третій разъ вычисленіе, то вѣроятность того, что надо будетъ произвести въ четвертый разъ вычисленіе, будетъ тоже  и т. д.
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Пусть а означаетъ трудъ перваго вычисленія (т. е. съ точн. до+0,0001), в означаетъ трудъ втораго вычисленія, с— трудъ третьяго вычислня, —трудъ четвертаго вычисленя и т. д., и наконецъ, трудъ п-го вычисленія означимъ буквой к.

Представимъ себѣ двухъ лицъ X и Z. Х руководствуется выше упомянутымъ правилъ, т. е. совершаемъ сперва трудъ а; если же онъ окажется недостаточнымъ, то совершаетъ трудъ в, а если окажется недостаточнымъ и этотъ трудъ, то совершаемъ трудъ с ит. д. Z же всегда сразу совершаетъ трудъ к.

Опредѣлимъ условіе, при которомъ математическое ожиданіе труда для X, будетъ меньше математическаго ожпданія труда для Z. Математическое ожиданіе труда для Х будетъ:

a+ +.

10.20 n-2 Математическое ожиданіе для лица Z будетъ к.

Если наше правило выгодно, то должно быть соблюдено условіе:

a +..

20 n Относительно а b с d.к намъ пзвестно, что каждое изъ послѣдующпхъ количествъ более предъидущаго.

Если п= 2, то условіе выгодности правила выразится неравенствомъ.

+ т. е. если а10 в, то выгоднѣе совершать сперва трудъ а, и только въ случае его недостаточности трудъ b, чѣмъ всегда совершать трудъ .

Если п=3, то условіе выгодности правила выразится неравенствомъ:

aa Ии с или
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Eсi =4, то d d d nлn п И такъ правило будетъ выгодно, если a dH T. A.

Разсмотрѣвъ несколько примѣровъ, можно эмпирпчески уоѣдпться, что трудность каждаго изъ послѣдующихъ вычисленіиі возрастаетъ гораздо быстрѣе, чѣмъ необходимо дли выгодностп вышеупомянутаго правила.

14. Ириведеніе чиселъ переаго капоническаго вида къ третьему каноническому виду.

Примѣры:

x = 43,847-+-0,001λ= 43,85—+-0,005 y =13,815-1-0,001σ =13,8-1-0,055 z= 14,450-1-0,0013 =14,45-1-0,0057 t=12.3500 -+-0,0001+= 12,350-+-0,00050 Изъ этпхъ примѣровъ впдно, что для приведенія приближеннаго числа перваго каноническаго вида къ третьему канонпческому виду надо укоротить его на одиу цифру, если последнил справа цифра не 5; если же окажется на конц цифра 5, то надо укоротить число на двѣ цифры.

Еще примѣры:

Требуется привести къ третьему каноническому виду, укоротивъ на двѣ цифры, слвдующее число:

z= 13,750-+-0,001 На двѣ цифры укоротить это число нельзя, потому что заклчается между 13,749 и 13,751; слѣд. 13,7 отличается отъ одного изъ предѣловъ, а 13,8 отъ другаго болве, чемъ на0,05.

Требуется привести къ третьему канонпческому виду, укоротивъ на три цифры, слѣдующее число:

y=5,78500—+-0,00001 И это число нельзи привести къ третьему канонпческому виду, укорачивая его на три цифры. Изъ этпхъ примвровъ вытекаетъ, что приближенное число перваго каноническаго вида
21

18– нельзя привести къ третьему каноннческому виду, укорачпвая его на одну цпфру, еслпотбрасываемая цпфра 5, —на двѣ цифры, если отбрасываемыя цифры 50, —на три цифры, если отбрасываемыя цпфры 500 и т. д.

15. Отсюда вытекаетъ необходпмость при приближенномъ вычисленіи руководствоваться слѣдующимъ правиломъ: если предъявлено требованіе вычислить нѣкоторую величину х съ точностью до полуедпнпцы найнисшаго разряда, напр. съ точн.

до-+0,05, то надо сперва вычислить ее съ точн. до—10,01 и полученное число пргзести къ третьему каноническому виду, укоротпвъ его на одну цифру, если только она не окажется 5, а если это случится, то надо вычпслить х во второй разъ съ точн. до-+0,001 и подученное число укоротить на двѣ цифры, если онѣ не окажутся 50, а если и это случится, то надо пронзвести вычисленіе въ третій разъ съ точн. до-+0,0001 и полученное число укоротить на три цифры, если только не окажутся на концѣ цифры 500, п т. д.

Если мы будемъ руководствоваться этимъ правиломъ, то вѣроятность того, что надо будетъ искомую величину вычислить во второй разъ, будетъ 10; если же случится, что ее дѣйствительно надо будетъ вычислить во второй разъ, то вѣроятность того, что ее надо будетъ вычислить въ третій разъ, будетъ 20 и т. д.

Правило это доказывается буквально такъ же, какъ соотвѣтствующее правило для втораго каноническаго вида (см § 13).

Во многихъ случаяхъ цѣлесообразнымъ расположеніемъ вычисленія можно значительно понизить вѣроятность повторе ніи вычисленія, а потому повысить цѣлесообразность даннаг нами правила.

16. Выше (§ 1) мы назвали относительной погръшностью прг ближеннаго числа отношеніе абсолютной погрѣшностп въ нем къ точному значенію выражаемой имъ величицы. Еслп напр точное значеніе нѣкоторой величины х есть 53, а мы вмѣст этого числа возьмемъ 50, то абсолютной погрѣшностью будет +3, и относительной+ Точную абсолютную, а слѣдовательно, и относятельную погрѣшность мы знаемъ только тогда,
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- 19 – когда намъ пзвестно точное значеніе разсматриваемой величины, а мы по какимъ либо соображеніямъ находимъ нужнымъ выразить эту веллчпну приближенно; большею же часть мы знаемъ только приближенное число и предѣлъ погрѣшности.

Разсмотримъ, какъ выражается предѣлъ относительной погрѣшности, если намъ пзвестно приближенное число и пределъ абсолютной погрешности.

Пусть = А+а, гдѣ А приближенное число, а а абсолютная погрѣшность въ немъ; въ такомъ случаљ относительная погрѣшность р будетъ выражаться такимъ образомъ A+a Если а положительная величина, то p A Если в есть ближайшій высшій пределъ абсолютной погрѣшности, т. е. есн а, то A Поэтому за высшій предѣлъ относительной погрѣшности приближеннаго числа съ недостаткомъ можно принлть отношеніе предѣла абсолютной погрѣшности къ приближенному числу съ недостаткомъ.

Пусть у=М–т, гд М приближенное число, а т абсолтнал погрѣшность. Въ такомъ случае относительная погрѣшность q будетъ m M-m Еслн п есть пределъ абсолютной погрѣшности, т.е., если mu, To M—n Поэтому предѣлъ относительной погръшности приближеннаго числа съ пабыткомъ тоже равенъ отношенію предела абсолютной погрѣшности къ приближенному числу съ недостаткомъ.

Примъры на определенје относительной погрѣшности.

x=13,7-+0,1–13,7–
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– 20 – y = 43,84+0,01λ = 43,842 =0,38-+-0,0057 =0,38-+ –—Изъ этихъ примѣровъ видно, что дли опредѣленія подразумъваемаго предѣла относительной погрпшности въ приблпженномъ числљ перваго канонпческаго вида, надо разделпть едпницу на ириблпженное число, отбросивъ предварительно занятую и уменьшивъ послѣднюю его цифру на 1. Для определеніл предвла относптельной погрѣшности въ числъ втораго каноническаго впда, надо разделить едпннцу на прпближенное число, отбросивъ предварительно занатую. Для опредѣленія предѣла отпосптельной погрвшности приблпженнаго числа третьяго каноническаго вида надо, отброспвъ занятую, умножить прпблпженное число на 2, уменьшить на 1 п на полученное число раздвлить 1.

Знакъ предела абсолютной погрѣшности сохранлется и прп иредѣле относительной погрљшности.

17. Даны два числа:

x=5,78634 y= 22,34273 Требуется, укоротпвъ какъ можно болже каждое изъ этпхъ чиселъ, привести ихъ: а) къ первому каноническому виду, ) ко второму канонпческому виду, с) къ третьему капонпческому виду, такъ чтобы предѣлы относительной погрѣшпости въ первомъ и третьемъ случаљ не превзошлп а вО второмъ а) Приведеніе къ переому каноническому виду. Не обращая вниманія на занятую, удержимъ въ каждомъ изъ этихъ чиселъ съ левой стороны столько цифръ, чтобы составилось число, большее знаменателя предвла относительной погрљшности 300.

Иоучмъ: х,78, л х,70 =22,34, –22,35.

Относительная погрѣшность въ х менљене и а потому меОтносптельная погрѣшность въ у менве тому менве ,a по-
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– 21 – 6) Призедене ко сторому каноническому виду.

x=5,78 – 22.34 Очевпдно, что относительная погрвшность въ каждомъ пзъ этпхъ чиселъ менве с) Ириееденіе кз третьему каноническому сиду. Укоротимъ каждое пзъ этихъ чпселъ такъ, чтобы оставшіяся цпфры но уничтоженію занято̆ составили число, превышающее ноловипу знаменателя даннаго предвла относительной погрвшности т. е. привышающсе 150; при этомъ возьмемъ каждос изъ этихъ чпселъ такъ, чтобы предѣлъ аб̆солютной погрѣшности былъ равенъ полуедпицѣ найнисшаго разряда укороченнаго числа.

x=-5,79 — 22,3 Относптельная погрљшность въ х менвевъ у менве0, o,5 Отсюда слѣдуетъ, что для приведенія приближеннаго числа къ первому, или второму канонпческому виду, когда предѣлъ относптельной погрѣшности данъ въ видѣ дроби, у которой числитель 1, а знаменатель цѣлое число, надо данное чпсло укоротить такъ, чтобы по унпчтоженіи занятой составилось число, большее знаменателя предѣла относптельной погрѣшности, а для приведенія къ третьему канонпческому виду надо укоротить его такъ, чтобы по уничтоженіи занятой составилось число, большее половпны знаменателя предѣла относительной погрљшности.

Еслп предѣдъ отпосительной погрѣшностп выраженъ дробью, у которой чпслитель 1, а знаменатель цѣлое число, то чпсл значущихъ цифръ приближеннаго числа пертаго и втораго каноническаго видовъ, пли равно числу цифръ знаменателя предѣла относительной погрѣшности, плп едпипцей более, а число цпфръ прпближеннаго числа третьяго каноническаго вида, пли равно числу цифръ знаменателя погрѣшности, или единицей мене.

18. Ири приблиепномъ вычисленіи алгебраической формулы обыкновенно предъявллется требованіе, чтобы погрѣшность въ искомомъ числѣ не превзошло заранље указаннаго предѣла.

Предѣлъ погрѣшности можно выразить, или абсолютнымъ чис¬
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22 – ломъ, или дробью искомаго числа. Ниже будетъ пзложено, какъ вычисляется формула, если данъ предѣлъ абсолютной погрѣшности. Если же будетъ заданъ только предѣлъ относительной погрѣшности, то надо замънить его пределомъ абсолютной погрѣшности, такъ какъ тогда вычисленіе формулы съ заранље заданнымъ предѣломъ относительной погрљшности сведется къ вычисленію той же формулы съ заранѣе заданнымъ пределомъ абсолютной погрѣшности. Для этой замѣны надо анать искомое чисхО, т. е. то, что еще не вычилено, а потому можетъ показаться невозможнои эта замѣна (редукція). Оказывается однако, что для этой замѣны достаточно знать только одну цифру найвысшаго разряда искомаго числа, а опредѣленіе этой цифры не представляетъ особыхъ затрудненій, такъ какъ для вычисленія алгебраической формулы большею частью надо знать эту цпфру и въ томъ случае, когда заданъ пределъ абсолютной погрѣшности искомаго числа.

Разсмотримъ эту замну. Предъявлено требованіе вычислить х съ точн. до0х. Положимъ, что х заключается между 5 и 6 единицами; въ такомъ случаћ искомое число должно быть выражено тремя значущпми цифрами, а такъ какъ цифра найвысшаго разряда означаетъ единицы, то цифра наинисшаго разряда будетъ означать сотыя доли; слѣд. х надо вычислпть съ точн. или до-10,01, или до+0,01, или до-+0,003, смотря потому, предъявлено ли требованіе выразить искомую величину въ первомъ, во второмъ, или въ третьемъ каноническомъ видѣ.

Примъръ 1. Требуется вычислить х=37,138V13, съ точи.

до + х. Опредѣлимъ предѣлъ абсолютной погрѣшности; для этого определимъ цифру найвысшаго разряда искомаго результата. 13 более 3, но менее 4, а потому произведеніе 37.138. V13 более 100, но менѣе 200; след. х должно быть выражено четырмя значущими цифрами, а такъ какъ цпфра найвысшаго разряда означаетъ сотни, то цифра наинисшаго разряда будетъ означать десятыя доли. И такъ х надо вычислить съ точн.

+0,1.

Примъръ 2. Вычислитьу 5,734 такъ, чтобы искомый результатъ былъ третьяго каноническаго вида, и чтобы предѣлъ
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23 – относительной погрѣшности былъ+ Овредѣламь предѣлъ абсолютной погрѣшности. V173 более 13, но менве 14; слѣд.

у болље 2, но менве 3. Первыя три цпфры искомаго числа составятъ число, большее половины знаменателя (330) предѣла относительной погрѣшности. Такъ какъ первая ичфра означаетъ единицы, то послѣдняя будетъ означать сотыя доли, а потому искомое число надо вычислить съ точностью до—+0,005.

m
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Сложеніе и вычитаніе.

19. Найдемъ сумму следующихъ чиссаз стораго каноническаго еида.

57, 47 32,12 8,34 9,24 107,17 Такъ какъ предѣлъ погрѣшностп въ каждомъ слагаемомъ есть+0,01, то предѣлъ погрѣшности въ суммѣ будетъ+0,04.

Но приведеніи этой суммы къ первому канонпческому виду получшмъ 107,2-1-0,1.

Изъ этого примѣра заключаемъ, что сумма нѣсколькихъ чиселъ втораго канонпческаго вида съ одипаковыми предѣлами погрѣшности есть ирпближенное число съ нед. и предѣлъ погрѣшности въ суммѣ равенъ единпцѣ наіінисшаго разряда суммы, взятой столько разъ, сколько слагаемыхъ.

20. Найдемъ сумму слѣдующихъ чиселъ персаюо каноничсскаго вида, 37,42 2,34 8,75 0,43 12,87 14,13 75,94 Предѣлы прогрѣшности въ каждомъ слагаемомъ+0,01.

Если всѣ слагаемыя съ нед., то и сумча будетъ приближеннымъ чисхомъ съ нед. и съ точн. до+0,06; а если всѣ слагаемыя съ изб., то и сумма будетъ съ изо. и съ точн. до —0,06.

Такъ какъ намъ неизвѣстно, всѣ хи слагаемыя съ нед., или всѣ они съ изб., или же нѣкоторыя съ нед., а другія съ изб., то мы можемъ съ увѣренностью утверждать только, что 75,94 есть приближенное число съ точн. до10,06. Передѣлаемъ это
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- 25 – число на приближенное число съ нед.; получаемъ 75,88-–0,128.

Итобы привести это число къ первому каноническому виду, надо укоротить его на двѣ цифры (§ 9) и тогда получимъ 76-17 Отсюда следуетъ, что сложивъ пѣсколько чиселъ перваго канонпческаго впда и уменьшавъ сумму на столько едииицъ наиінисшаго разряда, сколько слагаемыхъ, мы получимъ приближенпое значеніе суммы съ нед.; предѣлъ погрѣшности полученнаго такимъ образомъ числа равенъ двумъ едпницамъ паинисиаго разряда, взятымъ столько разъ, сколько слагаемыхъ.

21. Найдемъ сумму следующихъ чиселъ третьмо каноническаго еида съ одинаковыми предвлами погрѣшпостп:

13,48 11,03 47,20 0,41 2,13 7,41 81,75 Иоложительный п отрицателпный предѣлы покрѣшостн въ этои суммѣ-+0,005. 6=–+0,03. Итоб привесо число къ каноническому виду, надо предварительно передвл его въ приближенное число съ нед., и тогда получимъ 81,72+0,63. Но приведеніи этого числа къ первому канонпческому впду подучаемъ 81,8.

Отсюда слвдустъ, что сложивъ ивсколько чиселъ третьяго каноничсскаго вида съ одпнаковыми предвламп погрљшности и уменьшивъ сумму на столько полуединицъ наиннсшаго разрада, сколько слагаемыхъ, мы получимъ приближенное значеніе суммы съ недостаткомъ, предѣлъ погрљшности котораго равенъ столькимъ единицамъ найнисшаго разряда, сколько слагасмыхъ.

22. Найдемъ разность слѣдующихъ доухз чиселъ стораго канопическаго вида:

47, 384 13,872 Такъ какъ уменьшаемое и вычитаемое прпближенныл чпсла съ недостаткомъ, то погрѣшность въ разности будстъ равна разности погрѣшностей въ уменьшаемомъ и вычитаемомъ. Отсюда слѣдуетъ, что погрѣшность въ разности будетъ менѣе
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26 – О,001 и разность 33,512 будетъ приближеннымъ числомъ, или съ недостаткомъ, еслн погрѣшность въ уменьшаемомъ болѣе погрѣшности въ вычитаемомъ, или съ избыткомъ, если погрѣшность въ уменьшаемомъ менђе погрљшности въ вычитасмомъ.

Такъ какъ мы не знаемъ, болље ли погрѣшность въ уменьшаемомъ, чѣмъ въ вычптаемомъ, или менѣе, то мы можемъ съ увѣренностью утверждать только, что 33,512 есть приближенное число съ точн. до—+0,001.

Найдемъ ту же разность слѣдующимъ образомъ: уменьшаемое оставимъ безъ пзмененія, а вычитаемое передѣлаемъ въ приближенное число съ избыткомъ и вычтемъ.

47,384 13,873 33,511 Уменьшаемое менђе точнаго значеніл выражаемой имъ величины, а вычитаемое болве; поэтому разность менве точнаго значенія выражаемой ею велпчины и погрѣшность въ ней равна суммѣ погрѣшностей въ уменьшаемомъ и вычптаемомъ. И такъ 33,511 есть приближенное число съ точн. до+0,002. Увеличивая это число на 0,001, мы приводимъ его къ первому каноннческому виду и получаемъ 33,512—+001д.

Такимъ образомъ, козьмемъ ли мы уменьшаемое и вычитаемое съ недостаткомъ, или же возьмемъ уменьшаемое съ не достаткомъ, а вычитаемое съ избыткомъ, мы получпмъ одинъ тотъ же результатъ для искомой разности по приведеніи е къ первому каноническому виду.

23. Второй способъ вычисленія разности имеетъ преим щество предъ первымъ въ томъ случаѣ, когда надо сообразит какова погрѣшность въ суммѣ вида:

a+b+cd+-f+-1+..

Если мы вычислимъ этотъ многочиселъ, взявъ всѣ поло жительные члены съ недостаткомъ, а отрицательные съ избыт комъ, то получимъ приближенное число съ недостаткомъ, погрѣшность котораго равна абсолютной суммѣ погрѣшностеі всѣхъ членовъ. Поэтому если, напр., всѣхъ членовъ будетъ 13 и если предѣлы погрѣшностей въ каждомъ изъ положительныхъ членовъ будутъ+0,01, а въ отрицательныхъ —0,01, то пределъ погрѣшности въ численномъ значеніи многочлена будетъ +0,13.
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24. Найдемъ разность следующихъ деухъ чиселъ переаюо канонического вида.

423,7 175,3 248,4 Опредѣлимъ предѣлы погрѣшности въ разности, зная, что пределы погрѣшностей въ уменьшаемомъ и вычитаемомъ –10,1.

Для этого надо разсмотрѣть следующіе возможные случаи: а) уменьшаемое менее выражаемой имъ величины, а вычитаемое болже, b) уменьшаемое более выражаемой имъ величпны, а вычитасмое менље, с) уменьшаемое и вычитаемое оба бохље, или оба менве выражаемыхъ ими величинъ. Въ первомъ случаљ разность будетъ приближеннымъ числомъ съ недостаткомъ, во второмъ съ избыткомъ, а въ третьемъ съ недостаткомъ или избыткомъ. Предѣлъ погрѣшности въ разности будеть, въ первомъ случаѣ,+0,2, во второмъ,— 0,2, а въ третьемъ,—1 0,1. Иоэтому мы не ошнбемся только тогда, когда скажемъ, что разность 248,4 есть приближенное число съ точн. до—10,2.

25. Опредѣлимъ поірпшность въ многочленъ:

=+-+-d+-, гдѣ всѣ члены приближенныя числа переаго каноническаго сида.

Относительно погрѣшностей въ каждомъ изъ членовъ можно сдѣлать несколько предположеній: а) если все положительные члены будутъ приближенными числами съ недостаткомъ, а отрицательные съ избыткомъ, то в будетъ приближеннымъ числомъ съ недостаткомъ и предѣлъ погрѣшности въ з будетъ равенъ шести единицамъ найнисшаго разряда; в) если всѣ подожительные члены приближенныя числа съ пзбыткомъ, а отрицательные съ недостаткомъ, то з будетъ приближеннымъ чисдомъ съ избыткомъ и предѣлъ погрѣшности въ з о̑удетъ тотъ же; с) во всѣхъ другихъ возможныхъ случаяхъ з будетъ прио́лиженнымъ числомъ или съ избыткомъ или съ недостаткомъ и погрѣшность въ немъ будетъ тоже менѣе шести едниицъ наинисшаго разряда. По этому не ошибемся, если скажемъ, что погрѣшность въ з никогда не превзойдетъ шести едпипцъ наӥнисшаго разяда.

И такъ вообще алгебрическая сумма a+b---+f-++1+.....

гдѣ всѣ члены приближенныя числа перваго каноническаго ви¬
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28 – да съ одинаковыми предѣлами погрѣшностей, будетъ прпо́лпженнымъ числомъ съ недостаткомъ пли пзбыткомъ, а положптельный и отрицательный предѣлы погрѣшности никогда не превзойдутъ одной единицы пайнисшаго разряда, взятой столько разъ, скольло членовъ въ многочленѣ. Для прпведенія этой суммы къ первому каноническому виду, надо уменьшить се на столько едннпцъ найписщаго разряда, сколько членовъ въ суммѣ, и тогда получпмъ приблпженпое число съ недостаткомъ и съ погрѣшностыю, предѣлъ которой равенъ двумъ единпцамъ найипсшаго разряда, взятымъ столько разъ, сколько членовъ въ суммѣ. Укорачивал это послѣдиее число на одну, двѣ, и т. д.

цифръ, смотрп но случаю, мы прпведемъ его къ первому канонпческому виду по правилу § 9.

Примпръ. Вылпть =++с ––е––, гд а=141,37 b=13,43, c=42,12, d=2,83, e=45,07, f=15,23, g=0,89. Kaxo изъ этихъ чпселъ есть приближеннос число перваго каноничес каго вида. Найдемъ отдѣльно сумму положительныхъ и отрицателыыхъ членовъ и потомъ возьмемъ разность этихъ суммъ.

141,37 13,43 42,12 64,02 132,90 2,83 45,07 15,23 0,89 64,02 =132,90-1-0,07=132,83+-0,14=133-1-7.

26. Наіідемъ разность двухъ приближенныхъ чиселъ третьлі каноническаго вида:

14,742 5,938 8,804 Разсуждаи такъ же, какъ п въ § 24, мы найдемъ, что эта разность будетъ приближеннымъ числомъ съ точп. до—+0,001, Т. е. разность двухъ чпселъ третьяго каноническаго вида есть приближенное число перваго каноническаго вида.

27. Опредѣлимъ погрѣшность въ а.пебраической суммъ чиселъ третьяо канопическаго вида.

s=+b+-d-+f-+....

Разсуждая такъ же, какъ въ § 25, мы убѣдимся, что з есть приближенное чпсло съ недостаткомъ или избыткомъ, а подожи¬
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тельный и отрицательный пределы погрѣшности въ немъ равны полуединицѣ найнисшаго разрпда, взлтой стодько разъ, сколько членовъ въ суммѣ. Уменьшивъ эту сумму на столько полуедпницъ найнисшаго разряда, сколько членовъ въ суммѣ, мы получимъ прибдпженное число съ недостаткомъ, предѣлъ погрвшности котораго равенъ единнцв найнисшаго разрада, взятой столько разъ, сколько членовъ въ суммѣ. Тогда для приведенія этой суммы къ первому канонпческому впду можно будетъ примвпть правпло § 9.

Иримѣръ. Вычислять слвдующую сумму чисеіъ третьяго капоническаго вида:

–43.7+10.9+17.3+15.2—27.8—18,4.

17,3 87,1 46,2 27,8 46,2 s=40,9-1-0,3 =40,6+-0,G0=41-128. Hyсть x=+b—+d...., гß a, b, с, d....нптны, но могутъ быть вычпслены съ какой угодно точностью.

Требуется вычислпть х съ точн. до—10,01. Определимъ, съ какой точпосты надо вычислить каждое слагаемое, чтобы послѣ сложенія х получилось съ требуемой точностью.

Иоложимъ, что эта сумма состоитъ пэъ 7 членовъ. Вычпелимъ каждый членъ такъ, чтобы всѣ онн былп приближенными числами перваго каношическаго вида и чтобы предѣлы погрѣшпостей въ нпхъ были одпнаковы, Тогда погрѣшность въ нисшемъ предвлѣ суммы будетъ равна (по § 25) 14 едиипцамъ найиисшаго разрида. Для приведенія этого чпсла къ первому каноническому впду надо будетъ его укоротить на двѣ цнфры (§ 9) и тогда еднипцы найнпсшаго разрпда должны означать сотыя доли; след. каждое слагаемое надо вычпслпть съ точи.

д°-4-0,0001.

Если представллется возможность вычислить каждый членъ такъ, чтобы всѣ они были втораго канонпческаго вида, то тогда предѣлъ погрѣшности въ нисшемъ предѣлѣ суммы будетъ ракенъ 7 едпницамъ найнисшаго разряда. Для приведенія этой
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- 30 – сумны къ первому канонпческому виду, надо будетъ укоротпті ее на одну цифру и тогда едпипцы наӥнисшаго разряда должнь означать сотыя доли. Слѣд. каждый чаенъ суммы надо вычисмить съ точн. д0+0,001.

Иримѣры:

1) ВычПть = 5,3784. V3+0,3482V27—5,3684.V57 съ TOчI. д0-+0,01.

Каждый членъ этой суммы можно вычислить съ какой угодно точностью. Еслп вычпслимъ мы каждый членъ суммы такъ, чтобы всѣ они были перваго каноническаго вида, то погрѣшность въ нисшемъ предѣлѣ суммы будетъ менѣе шести единицъ найнпешаго разряда. Для приведеня этого числа къ первому канонпческому виду надо будетъ укоротить его на одну цпору и тогда единицы наиннсшаго разряда должны будутъ означать сотыя долн. Слѣд. каждый членъ суммы надо вычислить съ точн. до-+-0,001.

2) ВычслЯть у=V3+V47 – V2+V14– V52+V17 съ TOчH. д0-+0,0001.

Вычисленіе каждаго члена этой суммы съ точностью до едпницы какого угодно разряда съ недостаткомъ, нисколько не схожнве вычисленія съ точн. до еднницы того же разряда съ недостаткомъ или избыткомъ. Поэтому вычислимъ все эти члены такъ, чтобы они были приближенными числами втораго канонпческаго вида съ одинаковыми пределами погрѣшности. Тогда погрѣшность въ нисшемъ предѣлѣ суммы будетъ ровна 6 единицамъ найнисшаго разрада. Для приведенія этого числа къ первому каноническому виду надо будетъ укоротить его на одну цнфру. Едпницы найнпсшаго разряда укороченнаго числа должны означать десятитысячныя долп; слѣд. каждое слагаемое надо вычислить съ точн. до+0,00001.

Обобщая изложенное въ этомъ параграф и прпнимая во вниманіе § 9, мы можемъ дать слѣдующее правило для вычисленія суммы съ заранље заданной точностью:

Надо вычислпть всѣ слагаемыя такъ, чтобы они были перваго каноническаго вида съ одпнаковыми пределами погрѣшности, и чтобы а) пределъ погрѣшности въ каждомъ слагаемомъ былъ въ десять разъ менђе заданнаго предела ногрѣшностп дія пскомой суммы, если всехъ слагаемыхъ не более пяти, b) чтобы предѣдъ погрѣшности въ каждомъ слагаемомъ былъ во
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сто разъ менље предѣла погрѣшности въ искомой сумме, если слагаемыхъ болбе пятидесятп, но не более пятисотъ, с) чтобы пределъ погрѣшностп въ каждомъ слагаемомъ былъ въ тысячу разъ менве предвла ногрѣшности въ искомой въ суммѣ, если слагаемыхъ боле пятисотъ, но не болве плти тысАчъ и т. д.

Иногда, не усложняя вычисленія, можно каждое слагаемое выразить приближеннымъ чпсдомъ втораго каноническаго вида, какъ это показано во второмъ примврѣ этого параграфа. Въ такомъ случае надо пронзвести вычисленіе такъ, чтобы предвлъ погрѣшности въ каждомъ слагаемомъ былъ въ десять разъ менље предела погрѣшности въ искомой суммѣ, если слагаемыхъ менље десяти,— во сто разъ менве, если слагаемыхъ болѣе десяти, но менље ста, и т. д.

m Умноженіе.

29. Найдемъ произведеніе двухъ чиселъ 23754 и 1327 31521553 При умноженіи этихъ двухъ чиселъ мы взали множпмое 23754 сперва 7 разъ, потомъ 20 разъ, потомъ 300 разъ и наконецъ 1000 разъ и полученныя числа сложили. Очевидно, можно измѣнить порядокъ нахожденія частныхъ произведеній и взять множимое сперва 1000 разъ, потомъ 300 разъ, потомъ 20 разъ и наконецъ 7 разъ и полученнып числа сложить. Тогда вычисленіе расположитсп слѣдующимъ образомъ:

31521558 Для приближеннаго сокращеннаго вычислепія произведенія двухъ чиселъ полезно располагать это вычисленіе еще нна¬
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– 32 – че. Наппшемъ множимое безъ пзмѣненія, подппшемъ подъ нпм множителя, расположивъ его цпфры въ обратномъ порядкѣ, і пропзнедемъ умноженіе.

31521558 Обратимъ вниманіе на то, что при такомъ расположеніи вычпсленія пропзведенія каждыхъ двухъ цифръ множпмаго п множителя, наппсанныхъ въ одномъ столбце, означаютъ едпипцы одного и тогоже разряда, а пменно тысячп. Въ самомъ дѣлв, подъ едииицами множимаго 4 подиисаны тысячи 1, а пропзведеніе едпницъ на тысячп даетъ тысячп; подъ десятками множимаго 5 подипсаны сонп множптеля 3; пропзведеніе десятковъ на сотип тоже даетъ тысячи; подъ сотиями множпмаго 7 подипсаны десятки множителя 2, а пропзведеніе сотенъ на десятки тоже даетъ тысАчп и т. д.

30. Найдемъ пропзведеніе чиселъ 32,134 и 6,142, располатая цпфры множптеля въ обратномъ порадкѣ.

32,134 241,6 192,804 3,2134 1,28536 0,064268 197,367028 Мы видпмъ, что въ первомъ частномъ пропзведеніп подучплпсь тысячныя долп, по второмъ —десятптысячныя доли, въ третьемъ — стОтысАчныА и т. д.

Допустпмъ, что множимое 32,134 будетъ прпблпженное число (положпмъ съ точ. до+0,001); тогда каждое частное произведеніе будетъ тоже прпблпженное чпсло, но степень точностп каждаго пзъ нпхъ будетъ не одпнакова. Напменве точно будетъ первое частное пронзведеніе; второе же будетъ болће точно, третье еще боле точно п т. д. Все пропзведеніе, равное суммѣ частныхъ пропзведеній, не будетъ точне перваго
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частнаго произведенія; поэтому второе, третье, и т. д. частныя произведенія вычислены точнѣе, чемъ нужно, такъ какъ большал ихъ точность сравнительно съ точносты перваго частнаго пропзведеня не увеличитъ степени точности всего пропзведенія, если мы вздумаемъ привести его къ одному изъ каноническихъ видовъ. Вслѣдствіе этого вычисленіе втораго, третьяго и т. д.

частныхъ произведеній можно укоротить. Для сокращеннаго сычисленія приближеннаго произседенія можно предложить деа способа. Разсмотрпмъ сперва умноженіе по переому сокращенному способу, предложенному Ухтредомъ (Оидhеd), англійскимъ математикомъ ХVII в.

Найдемъ пропзведеніе тѣхъ же чиселъ следующимъ образомъ: подписавъ подъ множимымъ множптеля въ обратномъ порадк, найдемъ первое частное ироизведеніе такъ же, какъ мы его нашл прежде. Но прп вычисхени втораго, третьяго и пр.

частныхъ произведеній будемъ начпнать умноженіе съ той цноры множимаго, которая находится надъ множащей цифрой множителя; тогда во всѣхъ частныхъ произведеніяхъ едииицы найнисшаго разряда будутъ однв и т же, т. е. тысячныя доли. Полученныя частныя произведеніи сложпмъ и такимъ образомъ найдемъ приблпженное произведеніе данныхъ чиселъ.

32,134 192,804 3,213 1,284 0,064 197,365 Мы видимъ, что найденное сокращеннымъ способомъ произведеніе отличается отъ пронзведенія, найденнаго безъ всякихъ сокращеній, только въ тысячныхъ доляхъ; но тысячныя доли не вѣрны и въ этомъ послѣднемъ произведеніи, если только множимое не есть точное число.

31. Найдемъ по сокращенному способу Ухтреда произведеніе ил: 23,704135 ц 43,041027.

Можно перемножить этп числа по способу Ухтреда различнымъ образомъ. Можно, напр., перемножить ихъ такъ, чтобы нъ произведеніи получплись тысячныя доли, а можно перемножить ихъ и такъ, чтобы въ произведеніи подучидись только со-
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34 – тыя доли, илитолько десятыя доли, или только единицы, и т. д.;

можно, наконецъ, получить въ произведеніи десятитыслчныя, стотысячныя и т. д. долп. Вычислимъ это пропзведеніе такъ, чтобы получплись десятптысячныя доли. Для этого подъ десятитысячными долями множимаго подпишемъ единицы множителя, а остальныя цпфры расподожимъ въ обратномъ порядкѣ и за тѣмъ произведемъ умноженіе съ увазанными въ предъпдущемъ параграфѣ сокращеніями.

23,70413|5 7|20140,34 948,1652+ 4.0,0001 81,1123+ 3.0,00017 0,9480+ 4.0,0001 0,0237+ 1.0,0001 0,0004+ 2.0,0001ν + 3.0,00010 1030,2496+ 17.0,0001 Условимся называть укороченное множпмое 23,70413 первымъ множимымъ, укороченное множимое 23, 7041—вторымъ множимымъ, 23,704—третьимъ множимымъ, и т. д., и наконецъ 20 — седьмымъ или послѣдиимъ множимымъ.

Опредедимъ погрѣшность въ каждомъ частномъ произведеніи, а за тѣмъ и во всемъ произведеніи.

Мы взяли 40 разъ множимое 23,704135, отбросивъ предварительно 0,000005; отъ этого произошла погрѣшность, равныя 40.0,000005. Она будетъ менее 4.0,0001 даже и въ томъ случаѣ, когда отброшенная цифра стотвсячныхъ долей будетъ не 5, а 9. За тѣмъ мы взяли множимое 3 раза, отбросивъ предварптельно во множимомъ 35 стотысячныхъ; отъ этого пронзошла погрѣшность, равная 3.0,000035; эта погрѣшность будетъ менѣе 3.0,0001 даже въ самомъ неблагопріятномъ случав, а именно, когда отброшенныя циоры будутъ 99. Потомъ мы взяди 0,04 множимаго, укоротпвъ его предварительно на 0,004135; отъ этого произошла погрѣшность, равная 4.0,00004135; эта погрѣшность будетъ мене 4.0,0001 даже и тогда, когда отбрасываемыя цнфры будутъ 9999. Потомъ мы взялп еще 0,001 множимаго, отбросивъ предварительно въ немъ 0,04135. Отъ этого пронзошла погрѣшность, равная 1.0,00004135, Эта погрѣшность менље 1.0,0001 и непревзошла бы этого пре¬
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двла даже и тогда, если бы оторошенныя цифры множимаго былн не 04135, а 99999. Наконецъ, мы взяли 0,00002 множимаго, укоротивъ его на 3,704135; пронэшедшая отъ этого погрѣшность менље 2.0,0001, даже въ самомъ неблагопріятномъ случае.

Мы совсѣмъ не умножили множимое на 0,000007; погрѣшность, отъ этого произшедшая, не превосходитъ 3.0,0001.

И такъ погрѣшность въ первомъ частномъ произведеніи менее.......... 4.0,0001 во второмъ d въ третьемъ, въ четвертомъ, въ пЯтОмъ ב » .......... .3.0,0001 ) ..........

4.0,0001 » .......... 1.0,0001 » .......... 2.0,0001 и наконецъ, шестое частное произведеніе совсљмъ отброшенно; оно мене... 3.0,0001 Погрѣшность во всемъ произведеніи менље суммы этихъ погрешностей, т. е. она мен.

(4+3+4-1+2+3).0,0001 =17.0,0001.

Число 17 есть сумма циоръ множителя, употребленныхъ при умноженіи, увеличенная первой цифрой множимаго и единицей. И такъ произведеніе Ухтреда менње точнаго произведенія и поръшность еъ немъ менље единицы найнисшаго разряда этого произведеніа, взятой столько разъ, сколько единицъ въ суммѣ употребленныхъ цифръ множителя, увеличенной первой цифрой множимаго и единицей.

Примечаніе І. Отсюда слѣдуетъ, что если мы, оставивъ безъ измѣненія множителя, будемъ мѣнятъ множимое, но такъ, чтобы первая пифра его не мѣнялась, то высшій предѣлъ погрѣшности, опредѣляемой этимъ правиломъ, не будемъ мѣняться. Напр.

если мы умножимъ 29,999999 на то же число 43,041027, то погрѣшность въ произведеніи Ухтреда будетъ больше, чѣмъ въ разсмотрљнномъ нами произведеніи; она будетъ самая большая изъ погрѣшностей, какія только могутъ быть сдѣланы при умноженіи всякаго другаго числа, меньшаго 30 на 43,041027, но и въ этомъ самомъ неб̆лагопріятномъ случаљ она не превзойдетъ найденнаго нами предѣла погрѣшности 17.0,0001.

Иримъчаніе ИI. Определяемая предъидущимъ правиломъ погрѣшность выведена въ томъ предположеніи, что число цифръ, употребленныхъ при умноженіи по способу Ухтреда, какъ во множимомъ, такъ и во множителѣ, одно и то же, и что первое
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множимое и весь множитель суть приближенныя чпсла съ точн.

до единицы наиінисшаго разряда съ нед.

Иримљчаніе III. Произведеніе единицы найнисшаго разряда множимаго (0,00001) на единицу найвысшаго разряда множителя (10) равно единпцѣ найнпсшаго разряда произведенія (0,0001).

Произведеніе единицы найнисшаго разряда множптеля (0,00001) на едпницу найвысшаго разряда множимаго (10) тоже равно единицѣ найнисшаго разряда произведенія. Единпца наіінисшаго разряда множимаго 0,00001 равна единпцѣ найнисшаго разряда произведенія (0,0001), дѣленной на единицу наівысшаго разряда множптеля 10. Едиипца найнисшаго разряда множителя (0,00001) равна тоже еднницѣ найнисшаго разряда пропзведенія (0,0001), дѣленной на единицу найвысшаго разряда множпMaro (10).

Примъчаніе IV. Требуется найти произведеніе двухъ чпселъ 47,839243 и 101,302453 по способу Ухтреда такъ, чтобы въ произведеніи получились тысячныя доли.

Мы можемъ первое изъ этпхъ чиселъ принять за множптеля.

а второе за множимое, пли на оборотъ. Въ первомъ случаѣ мыдолжны подписа̀ть одно число подъ другимъ слѣдующимъ образомъ:

47, 83924 4203,101 а во второмъ слѣдуетъ подписать эти числа такимъ образомъ 101,3024 42938, 74 Въ первомъ случаѣ предѣлъ погрѣшности въ пропзведеніг будетъ (1+1+3+2+4+5).0,001 = 16.0,001, а во второмъ су а онъ будтъ (4+7+8+3+9+2+4+2).0,001=39.0,001. От сюда видно, что предѣлъ погръшности вз произведеніи Ухтреда зависитъ отъ того, какой изъ двухъ факторовъ принятъ за множимое, и какой за множителя. Очевидно, выгоднље принпмать за множителя то изъ двухъ чпселъ, сумма цифръ котораго менље.

Иримъчаніе V. Погрѣшность въ произведеніп Ухтреда равна несколькимъ единицамъ найнисшаго разряда. Укорачивая это произведеніе на одну, две, или три циры, смотря по случаю, мы можемъ, по указанному въ § 9 правилу, прпвести его къ одному изъ трехъ кановическихъ видовъ.

32. При вычисленіи алгеб̆раическихъ формулъ чаще всего приходится вычислять произведеніе деухъ чисель перваго канониче¬
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– 37 – скаюо сида. Наидемъ произведеніе такихъ дзухъ чиселъ и опредѣлимъ погрѣшность въ этомъ произведеніи.

Нусть x=43,78596—+-0,00001 =341,4015-1-0,0001 Надо наиіти произведеніе этихъ чиселъ по способу Ухтреда.

Дли опредѣленія погрѣшности этого пропзведеніа удобнње всего взать эти числа съ недостаткомъ; поэтому умножимъ x=43,78595+-0,00002ν y =341,4014+-0,0002ω 43,78595 4104,143 13135,785-+6.0,0014 1751,436+4.0,001 43,785+1.0,001„ 17,512+4.0,001π 0,043+1.0,001 0,016+4.0,001ς +10.0,0010 14948,577+30.0,0010 нa Погрѣшность въ первомъ частномъ произведеніи мене 300.0,00002 пли менње 3.0,002. Иогрешность во второмъ частномъ произведеніп менђе 4.0.001, въ третьемъ —менѣе 1.0,001, въ четвертомъ —менже 4.0,001, въ пятомъ —менље 4.0,001, въ шестомъ —менље 4.0,001, п наконецъ, мы совсѣмъ отбрасываемъ пропаведеніе множимаго на поправку множителя, которая менђе 0,0002; пронсходнщая отъ этого погрѣшность менће 0,0002.43,78592 или менже 0,002.5. Итакъ погрѣшность во всемъ произведеніп ен (2.3+4+1+4+1+4+2.5). 0,001= (3+4+1+4+1+4+ +2.4+2) 0,001=30.0,001, т..  д цатп единицъ наінисшаго разряда произведенія. Чпсло 30 оаначаетъ сумму цифръ множителя 3+4+1+4+1+4), увелп· ченную первой цифрой множителя, удвоснной первой цифрой множимаго и двумя.

Итакъ погрѣшность въ произведеніи Ухтреда въ томъ случаѣ, когда множимое и множитель выражены одинаковымъ числомъ цифръ и когда оба они приолиженныя числа съ нед.

и съ точн. до двухъ едпницъ найнисшаго разряда, равна едиинцѣ наі̆нисшаго разряда пронзведенія, взятой столько разъ, сколько единицъ въ суммѣ всѣхъ цифръ множители, увеличен-
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38 – ной первой пифрой множителя, удвоенной первой циорой множимаго и двумя.

33. Иногда оказывается нужнымъ наӥти по сокращенному способу Ухтреда произведеніе двухъ приближенныхъ чпселъ, выраженныхъ неодинаковымъ числомъ цифръ. Наидемъ произведеніе чиселъ:

–271,347+0,001 = 34,217+0,001 271,347 814,0 41 108,5 46 54,26 1,89 9284,63 Погрѣшность въ каждомъ частнонъ пронзведеніп опредѣляется здѣсь такъ же, какъ и прежде, но погрѣшность, происходащая отъ того, что мы не умножили множпмое на поправку множителя здесь определяется нѣсколько иначе. Опредѣлимъ эту послѣднюю погрѣшность. Поправка множптеля менве 0,001. Произведеніе множимаго на эту поправку очевидно менве 0,001.271,347, а также мен 0,001.280,  мен 0,01.28.

И такъ погрѣшность во всемъ произведеніп менѣе 0,01 (3+4+2+1+7+27+1) =0,01.45.

Число 45 означаетъ сумму всехъ цфръ множителя (3+–4+2+1+7) увеличенную послѣднимъ множимымъ 27 и единицей.

34. Теперь разсмотримъ другой способъ сокращеннаго приближеннаго умноженія, принадлежащій Гюи (Сиу). Этотъ способъ умноженія сходенъ съ предъидущимъ. Множитель подписывается подъ множимымъ такъ же, какъ и при умноженіи по способу Ухтреда; при вычисленіи наждаго частнаго произведенія умноженіе начпнается съ той цинфры множимаго, которая находится надъ множащей цнорой множптеля. Разница способа Гюи отъ способа Ухтреда заключается въ томъ, что при нахожденіи каждаго частнаго произведенія къ нему прибавляются десятки произведенія первой пзъ отбрасываемыхъ цпфръ множимаго на множащую цифру множители. Найдемъ по способу Гюн произведеніе слѣдующихъ чиселъ: 231,8764 и 3,462578 такъ, чтобы въ произведеніи получились сотыя доли.
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231,87|6 5264,3 6956,2 927,4 139,0 4,6 802,83 Ирп вычисленіи перваго частнаго произведенія мы начали умноженіе съ цифры 7, но къ этому пропзведенію цифры 7 на 3 мы присоединили десятки, полученные отъ умноженія первой изъ отбрасываемыхъ цифръ 6 на 3, т. е. 1. При вычисленіи втораго частнаго произведенія мы начали умноженіе съ цнфры 8, но къ произведенію на 4 присоедпнилп десяткп отъ умноженія первой изъ отбрасываемыхъ цифръ 7 на 4, т. е. 2, н т. д.

Опредѣлимъ теперь поіръшность въ каждомъ частномъ произведеніп. При нахожденіи перваго частнаго произведенія мы умножили 231,87 на 3, но предварптельно умножили отбрасываемыя 0,006 на 3 я получили 0,018; 0,01 прибавили къ произведенію 231,87 на 3, а 0,008 отброспли. Эта погрѣшность всегда менѣе 0,009; кромѣ того мы совсѣмъ не умножалп десятитысячныхъ долей на 3 пвслѣдствіе этого сдѣлали погрѣшность, которая тоже менѣе 0,009. И такъ вся погрѣшность въ первомъ частномъ произведеніи мене 2.0,009=0,018. Разсуждая такимъ же образомъ, мы найдемъ, что предѣлъ погрѣшности въ каждомъ изъ остальныхъ частныхъ пропзведеній менѣе 2.0.009, Кромѣ того мы совсѣмъ не умножнли множимое на 0,000078; погрѣшность, отъ этого пропзшедшая, менље 300.0.0001, нлп менѣе 3.0,01. След. вся погрѣшность въ пропзведенін Г мн 0,018.5 +0,01.3, м мен 0,01(1,8.5 + 2+1).

И такъ предѣлъ погрѣшности въ произведеніи Гюи равенъ одной едпнпцѣ найнисшаго разряда пронзведенія, взятой сколько разъ, сколько единицъ въ произведеніи 1,8 на число употребленныхъ при умноженіи цпфръ множителя, увеличенномъ первой цнфрой множимаго и единицей. Въ частномъ случаѣ, когда множитель точное число и всѣ цпфры множителя употреблены при умноженіи, предѣлъ погрѣшности произведенія Гюи равенъ единицѣ найнисшаго разряда пропзведенія, взятой столь-
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ко разъ, сколько единицъ въ пронзкеденіп 1,8 на число цнфръ множптеля.

35. Знан сокращенные способы умноженія Ухтреда и Іюп мы можемъ примѣнпть пхъ къ вычисленію пропзведенія съ заранве указанной степенью точности:

Задача: 1) Вычислить произведеніе чиселъ:

453,60238 н 37,412037 съ тон. до-+0,01.

Для рѣшенія этой задачи прпмѣнпмъ сокращенныі̆ способъ умноженія Ухтреда. Такъ какъ предѣлъ погрѣшностип пропзведеніи Ухтреда всегда равенъ нѣсколькимъ единицамъ наиінпсшаго разряда, то надо эти числа перемножпть такъ, чтобы, укоротивъ его по выше указанному правиду (§ 9), мы получили искомое пропзведеніе съ требуемоиі точностыо. Чтобы цифра найнисшаго разряда укороченнаго пропзведенія выражала сотыя доли, надо, чтобы цпфра наінисшаго разряда неукороченнаго произведенія Ухтреда означала покраіней м’ѣрѣ тысячныя доли. Не трудно видѣть, что сумма цифръ множптеля 37,412027, увеличенная первой цпфрой множимаго и единпцей, будетъ болѣе 10 п менѣе 100, вычислимъ ли мы по способу Ухтреда тысячныи, пли десятитысячныя доли. Иосему дли приведенія искомаго произведенія Ухтреда къ первому канонпческому виду надо будетъ (см. § 9) его укоротить на двѣ цпфры и тогда третья сирава цпфра должна означать сотыя доли.

Иоэтому данныя числа надо перемножить но снособу Ухтреда такъ, чтобы въ произведеніи получнлсь десятитысячныя доли.

Умножаемъ.

453,60236 73021473 136080708 31752161 1814408 16970.1872 Иогрѣшность въ этомъ пронаведеніи мене+0.0032; поэтому по приведеніи его къ первому каноническому виду получмъ 16970,19.
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Примечаніе: Не трудно, видѣть, что 16970,19 есть также прпо́лиженное число съ точи. до полуединицы найнисшаго раз· ряда, т. е. съ точн. до—+0,005 36. Найдемъ произведеніе двухъ чиселъ 577,48234 и 1027,81056 съ точн. до+10.

Не трудно убѣдиться, что эти числа надо перемножить по способу Ухтреда такъ, чтобы въ пронзведеніп получились десятыя доли. Для этого подиисываемъ единицы множителя нодъ десятымп долямп множимаго, а остальныл цифры располагаемъ въ обратномъ порядкѣ.

537, 482 3 018,720 1 537 482,3 10 749,6 3 761,8 429,6 5,3 552428,6 Приводя произведеніе по § 9 къ первому каноническому виду, получаемъ 552430—+10р.

37. Найдемъ произведеніе чиселъ 20,7314 и 1,023 съ точн.

до—+0.1. Такъ какъ сумма всѣхъ цифръ множителн, увеличенная первой цпфрой множимаго и единицеі̆ менве 10, то достаточно перемножить эти числа такъ, чтобы въ пронзведеніи получились сотыя доли. Умножаемъ:

20,73 20,73 4,14 Укорачивая это произведеніе на одну цифру, получаемъ 25,0-1-0,1A.

38. Изъ этихъ прпмеровъ видно, что для приведенія пропзве.

денія Ухтреда къ первому каноническому виду очень рѣдко достаточно бываетъ укоротить его на одну цпфру и очень рѣдко представлнется необходимость укорачивать его на три цифры.

Большею же частыю приходится укорачшвать его на двѣ цпфры.

Поэтому ири вычисленіи произведенія двухъ чиселъ съ заранље
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заданной точностью надо большею частью перемножать эти числа по способу Ухтреда такъ, чтобы въ неукороченномъ произведеніи было двумя цифрами болѣе, чѣмъ должно быть вт укороченномъ произведеніи, или другими словами, надо, чтобь единица найнисшаго разряда неукороченнаго произведенія Ух треда была во сто разъ менље единицы, выражающей степен точности, съ какой требуется вычпслить произведеніе.

40. Для опредѣленія приближеннаго произведенія двухъ чі седъ съ заранђе заданной точностью можно примѣнить также со кращенный способъ умноженія Гюп. Найдемъ пропзведеніе чисел 83,79597 и 994,98693 съ точн. до—1-1, сперва по способу Ух треда, а потомъ по способу Гюн.

994,9 86 959 7,38 7959 8 88 298 4 94 69 6 43 8337 5,47 Погрљшность въ этомъ произведеніи мене 0,01.51. Иосему по прпведенін этого произведенія къ первому каноническому виду подучимъ 83376—+р.

Найдемъ это же пронзведеніе по способу Гюн.

994,9 86 959 7 38 7959 8 95 298 4 95 69 6 48 83375,78 Иогрљшность въ этомъ произведеніи мене 0,018.6+0,10, нли менве 0,21. Поэтому для прпведенія его къ первому каноническому виду надо укоротить его тоже на двѣ цифру и тогда получимъ тѣ же 83376+.
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Изъ этого примера видно, что хотя произведеніе Гюи точнве произведенія Ухтреда, но по укорачиваніи его получаемъ тотъ же результатъ, какой получается и по способу Ухтреда.

Поэтому не слѣдуетъ примѣнять способъ умноженія Гюп безъ особенной надобности. Впоследстви, при вычисленіи алгебранческихъ формулъ, будутъ указаны случаи, когда полезно замѣ.

нять умноженіе по способу Ухтреда, умноженіемъ по способу Г 40. Чтобы показать, какъ надо поступать при вычисленіи произведенія съ заранље заданой точностью, въ томъ случаљ, когда множимое и множитель не даны, но могутъ быть вычислены съ какой угодно точностью, вычислимъ слѣдующее произведеніе:

x= ²b², гдѣ  = 237,0314061, =0,3210510024 съ тон. до-+0,05.

Искомый результатъ долженъ быть приведенъ къ третьему каноническому виду такъ, чтобы единицы найнисшаго разряда означали десятыя доли, а потому согласно (§ 15) надо вычислить это произведеніе съ точн. до-+0,01.

Прежде всего надо установить порядокъ вычисленія. Положимъ, что мы сперва вычислимъ а², потомъ в² и наконецъ а²², причемъ примемъ в² за множимое, а а² за множителя.

Надо опредѣлить сперва, съ какой точностью надо вычислить а² и в², чтобы возможно было вычислить произведеніе а²² съ требуемой точносты. Для этого надо знать единицы найвысшаго разряда а² и в². Цифра найвысшаго разряда а² означаетъ десятки тысячъ, а цифра найвысшаго разряда в² означаетъ десятыя доли. Допустимъ, что а² и в² вычислены, или совершенно точно, или съ очень большей точностью, тогда для вычисленія произведенія а ²² съ точн. до—+0,01 по способу Ухтреда, надо, чтобы въ неукороченномъ произведеніи были десятитысячныя доли, а потому надо единицы множителя а подипсать подъ десятитысячными долями b², а остальныя цифры расположить въ обратномъ порядкѣ: тогда цифра найвысшаго разряда множителя а² (т. е. десятки тысячъ) будетъ подписана подъ стомиліонными долями множимаго в², а подъ цифрой найвысшаго разряда множимаго в² (десятыми долями) будутъ подписаны тысяч. доли множителя а². След. а² надо вычислить съ точн. до—10,001, а ² съ точн. до-!0,00000001. Для вычисленя а² съ точн. до-10.001 надо единицы множимаго а подписать подъ стотысячными долями множителя а, а для вычисленія в² съ точн. до-10,00000001
47

- 44 – т. е. съ 8-1 десатичными знаками надо едиипцы множпмаго подиисать подъ десятымъ десятичнымъ знакомъ множпмаго , нап же десятыя долп подъ девятымъ десятпчнымъ знакомъ.

Умножаемъ 237,03 14061 160 41 30732 474 06 28122 71 10 94218 16 59 21980 7 11093 561 84,88736 a 2 =5618 4.888 0,321051002] 4 200150 123 963153006 64210200 3210510 0.1030747457 b2—0,10307475 При опредѣленіи степенп точности, съ какой должны быть вычислены а² п b², чтобы а²² могло быть вычислено съ требуемой точносты, мы предпологалп, что в² будетъ множпмымъ, а а² будетъ множптелемъ. Но теперь оказывается болђе выгоднымъ принять а² за множимое, а в² за множптеля п нпчто не мѣшаетъ намъ это сдѣлать.

5618 4,887 4747 0 301 5618 4 887 168 5 544 5791,2413 Ирпводя это число къ первому канонпческому впду находимъ х= 5791,25. Чтобы прпвестп къ третьему каноническому виду, надо это чпсло еще укоротпть на одну цпфру, но такъ какъ послѣдняя цпфра 5, то, какъ было объяснено въ § 14, нельзи привести это число къ третьему канонпческому виду, укорачпвал его на одну циору, а потому слѣдовало бы пропзвести во второй разъ вычисленіе съ большей точностью. Но оказывается, что нѣтъ надобности производить вычисленіе во
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второй разъ, потому что можно найденное пропзведеніе Ухтреда, не приводя его къ первому каноническому впду, сразу прпвести къ третьему каноническому виду, укорачивая его на три цпфры. Въ самомъ дѣлѣ, предѣлъ погрвшности въ найденномъ пропзведеніи Ухтреда равенъ0,0040, а потому укорачивая его на три цифры мы делаемъ погрѣшность менве+0,0453. След.

х=5791,2 съ точ. до-+-0,05.

41. Изъ этого примѣра видно, какъ можно изоѣгнуть повторенія вычисленія въ затруднительныхъ случаяхъ при приведеніи числа ко второму, или третьему каноническому виду. Въ случав, если указанный въ этомъ примѣрѣ пріемъ для укорачпванія числа оказывается недостаточнымъ, можно прпбѣгнуть еще къ другому средству—произвести послѣднее умноженіе во второй разъ но способу Гюн. Эги два средства значительно уменьшаютъ найденную нами выше (§ 15) вѣроятность того, что вычисленіе надо будетъ повторить во второй разъ, если только последнимъ дѣйствіемъ будетъ умноженіе.

m Дѣленіе.

42. Найдемъ частное отъ деленія 836,4126538417 на 2,3148274 по об̆ыкновенному способу.

836.4126538417 2.31 48274 694,44822 141,964433 138,889644 3,0747898 2.3148274 0,75996244 0.69444822 0,065514221 0,046296548 0,019217673 3 61,32 Найденное намп число 361,32 есть прпблпженное частное съ точн. до 0,01 съ нед. Пропзводя такимъ образомъ дѣленіе, м всегда определяемъ частное съ точи. до 1 единицы последней изъ опредѣленныхъ цифръ частнаго съ нед. Гдѣ бы мы не прекратили деленіе, всегда остатокъ менве делителя, умноженнаго на единицу найнисшаго разряда частнаго. Такъ напр.
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поснй остатокъ 0,019,217673 мен 2,3148274.0,01, предослднй остатокъ 0,065514221 мен 2,3148274.0,1 и т. д.

Раздѣлимъ этп числа съ слѣдующими сокращеніями: Укоротимъ дѣлимое до тысячныхъ долей и увеличимъ послѣднюю цифру на единицу, такъ чтобы получилось приближенное число съ точн. до 0,001 съ изб. При вычисленіп произведеній делителя на каждую изъ цифръ частнаго ограничимся нахожденіемъ тодько тысячныхъ долей по способу Гюи (§ 34).

836,413 2,31482 694,448 361,32 141,965 138,889 3,076 0,762 0,694 0,068 0,046 0,022 Мы подучили такимъ образомъ въ частномъ то же число, какое было получено раньше посредствомъ деленія по обыкновенному способу. Изъ этого примѣра видно, что приближенное частное двухъ чиселъ можетъ быть нап̆дено со значительными сокращеніями противъ обыкновеннаго дѣленія. Этотъ способє дѣленіл предложилъ Гюи ев 1845 :. Мы его нѣсколько видонзмѣнили, съ цѣлью сдѣлать болѣе удобнымъ для примѣненія его къ вычисленію алгебралческихъ формулъ. Разсмотримъ это делене.

Опредѣливъ первую цнору частнаго 3, означаюшую сотни, м умножили на это число двлителя, начиная умноженіе со стотысячныхъ долей, и увеличили послѣднюю цифру этого произведенія на число 2, означающее десятки отъ умноженія на 3 первой изъ отброшенныхъ цифръ дѣлителя 7. Подученное произведеніе менље точнаго пронзведенія и погрѣшность въ ненъ а0,001.1,8. Вычтя это пронзведеніе изъ укороченнаго дълителя, мы получили первый приближенный остатокъ 141,965.

Этотъ остатокъ бодље точнаго остатка и погрѣшность въ немъ равна погрѣшности дѣлимаго т, сложенной съ погрѣшностью произведеніядѣлителя на нервую цифру частнаго, т. е., погрѣшность
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въ первомъ остатк равна +а, гд0,001, а 0,001.1,8.

Исправивъ первый остатокъ, мы получили число, меньшее дѣлителя, умноженнаго на 100; слвд. 300 есть приближенное частное съ точн. до 100 съ нед. Будемъ называть укороченнаго до стотысячныхъ долей дѣлителя 2,31482 первымъ дѣлителемъ.

Для полученія перваго дѣлителя надо точнаго дѣлителя укоротить такъ, чтобы произведеніе единицы найнисшаго разряда этого укороченнаго делителя на единицу первой цифры частнаго дало единицу найнистаго разряда дѣлмаго (0,00001.100=0,001).

Укорачпваемъ дѣлителя еще на одну пифру и получаемъ втораго делителя 2,3148. Раздѣливъ первый остатокъ на втораго делителя, получаемъ вторую цифру частнаго 6, означающую десятки. Умножаемъ втораго делителя на вторую цифру частнаго 6, увеличиваемъ послѣднюю цифру этого произведенія на 1, означающую десятки отъ умноженія первой изъ отброшенныхъ циоръ дѣлителя 2 на 6. Погрѣшность въ этомъ пронзведеніи 0,001.1,8. Вычитаемъ это произведеніе изъ перваго остатка и получаемъ второй приближенный остатокъ 3,076. Этотъ остатокъ тоже более точнаго втораго остатка и погрѣшность въ немъ будетъ равна погрѣшности перваго остатка т+а, сложенной съ в, означающей погрѣшность въ произведеніи дѣлителя на вторую цифру частнаго 6. Эта погрѣшность ++0,001(1+1,8.2.) правъ втоо̆ остткъ, т. .

уменьшивъ его на т++, получимъ число, меньшее делители, умноженнаго на 10; слѣд. 360 будетъ приближеннымъ частн.

съ точн. до+10. Укорачпваемъ дѣлителя еще на одну цифру и получаемъ третьяго приближеннаго дѣлителя 2,314. Раздливъ на этого делителя второй остатокъ, получаемъ 1. Взявъ третьяго двлителя 1 разъ, получаемъ приближенное число съ нед., погрѣшность котораго с тоже менве 0,001.1,8. Вычитая это произведеніе изъ втораго остатка, получаемъ третій приближенный остатокъ 0.762. Этотъ остатокъ тоже более точнаго третьяго остатка и погрѣшность въ немъ +-a +-b+{0,001(1+1,8.3) =0,0064 Исправивъ третій остатокъ, т. е. уменьшивъ его на нѣкоторую величину, меньшую 0,0064, мы получили число, меньшее дѣлителя; поэтому 361 есть приближенное частное съ точн. до + 1.

Укорачпваемъ дѣлителя еще на одну цифру и получаемъ четвертаго приближеннаго дѣлителя 2,31. Дѣлимъ на это число
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третій остатокъ, получаемъ въ частномъ цпфру 3, означающую десятып доли. Умножаемъ на 3 четвертаго дѣлителя и увелпчиваемъ послвднюю его цифру на 1, означающую деслтки отъ умноженія на 3 первой изъ отброшенныхъ цпфръ дѣлители 4.

Иолучаемъ прпближенное число съ нед., погрѣшность котораго 0,001.1,8 Вычтя это чпсло нзъ третьяго приблпженнаго остатка, получаемъ четвертый прпближенный остатокъ 0,694.

Этотъ остаток’ъ болѣе точнаго остатка и погрѣшность въ немъ +  + b+  + 0,001(1+ 1,8.4) =0,0082. првъ ттъ остатокъ, т. е. умеНШВъ его на т + а + b+с+ d, м получимъ число, меньшее делителя, уноженнаго на 0,1. Слвд.

361,3 есть прпближенное частное съ точн. до +0,1. Укорачиваемъ наконецъ еще на одну цифру дѣлителя и полу чаемъ пятаго приближеннаго дѣлителя 2,3. Раздѣливъ четвер тый остатокъ на этого дѣлителя, получаемъ въ частномъ цнф ру 2, означающую сотыя долп. Умноживъ на 2 плтаго дѣлителл получаемъ прнбмиженное число съ нед., погрѣшность котораге с0,001.1,8. Вычитая это произведеніе изъ четвертаго остатка.

получаемъ патый остатокъ 0,022, который тоже боле точнао пятаго остатка и погрѣшность въ немъ +++++0,001(1+1,8.5) =0,010. мнъ ттъ остатокъ на погрѣшность въ немъ, мы получаемъ число меньшее дѣлптеля, умноженнаго на 0,01; слѣд. найденное нами число 361,32 есть прпближенное частное съ точн. д0+0,01. Деленіе дальше не продолжаемъ.

Переписываемъ пропзведенное дѣленіе со всеми поправками 836,413—0,001 0 2,31482 7+0,000001 694,448-+0,0018 :361,32+0,010 141,965—0,0028 138,889-+0,0018 3,076—0,0046 + 2,314+0,0018 0,762 —0,0064 0,694+0,0018 3 0,068 —0,0082 0,046+0,0018 = 0,022 —0,0100
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43. Найдемъ частное отъ деленія 5374,178 на 12,37472.

Укоротпмъ делимое до десятыхъ долей и увеличимъ последнюю цнфру на едпнпцу: при нахожденіи произведеній дѣлателя на каждую цпфру частнаго ограничимся опредѣленіемъ только десятыхъ долей по способу Гюи.

5374,2 12,3747 4949,8] 434, 3 424,4 53,2 49, 4 3,8 0,2 Разсуждая такъ же, какъ и въ предъидущемъ случаѣ, найдемъ, что каждый изъ остатковъ болже точнаго остатка и погрѣшность въ первомъ остаткѣ менее 0, 1+0, 18=0,28, во второмъ мене 0,1+0,18.2=0,46, въ третьемъ мене 0,1+0,18.3= 0,64 наконецъ въ четвертомъ мене 0,1+0,18.4= 0,82.

Изъ этого слѣдуетъ, что первые три остатка болес ихъ погрѣшностей, но четвертый остатокъ менее предела его погрѣшности р. Исправленный четвертый остатокъ будетъ 0,4 —р, гдѣ р20,82. Эта поправка р можетъ быть менее остатка 0.4, илп болѣе. Если р0,4 то исправленный остатокъ будетъ положительной величиной и меньше дѣлителя, умноженнаго на единпцу найнисшаго разряда частнаго, и потому частное будетъ прпближеннымъ числомъ съ нед. Если же р0,4, то исправленный остатокъ будетъ отрицательной величпной, но тоже меньше дѣлителя, умноженнаго на еднницу найнисшаго разряда частнаго, а потому частное будетъ приближеннымъ числомъ съ пзбыт. и съ точн. до единицы найнисшаго разряда. Итакъ, во всякомъ случаѣ найденное нами число есть приближенное частное съ точн. до 1 съ избыт. или недост..

Изъ этого слѣдуетъ, что если погрѣшность въ послѣднемъ остаткѣ менее самаго остатка, то найденное частное будетъ непремѣнно прпближеннымъ числомъ съ точи. до единицы найнисшаго разряда съ недост.; если же последній остатокъ менее предѣда погрѣшности въ немъ, то погрѣшность въ частномъ
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будетъ только тогда менте единицы найнисшаго разряда, когда этотъ предѣлъ погрѣшностп въ остаткѣ менѣе дѣлителя, умноженнаго на еднцу наинистаго разряда частнаго, т. е. когда 0,1+0,18.412,34....0,1,  ен 1,23...

44. Найдемъ частное отъ дленія 547,41573 на 13,174234.

Укоротпмъ дѣлимое до тысячныхъ долей и увеличимъ цифру тысячныхъ долей на 1. При вычисленіп пропзведеній дѣлпмаго на каждую пзъ цпфръ частнаго огранпчимся нахожденіемъ только тысячныхъ долей по способу Гюп.

547,416 131,742 3 526,969 4,1552 13,174 7,273 6,587 0,686 0,658 o, 028 0,026 0,002 Погрѣшность въ каждомъ пзъ остатковъ, за исключеніемъ послѣдняго, менђе самаго остатка, а потому всѣ цпфры частнаго, за псключеніемъ послѣдней, вѣрны. Погрѣшность въ послѣднемъ остаткѣ равна погрѣшности дѣлимаго, сложенной съ погрѣшностью въ произведеніи дѣлптеля на найденное частное.

Погрѣшность въ дѣлпмомъ менѣе одной единпцы нап̆нпсшаго разряда остатка, а погрѣшность отъ умноженія дѣлителя на частное по способу Гюп менље одной едпнпцы найнпсшаго разряда остатка, взятой столько разъ, сколько единпцъ въ пропзведенія 1,8 на число цръ частнаго, т.е. менљ 0,001.1,8.5=0,001.9.

Сед. вся погрѣшностьвъостаткр0,001(1+9), плпр0,001.10.

Чтобы исправить частное, надо раздѣлпть псправденный остатокъ на дѣлнтеля. Исправленный остатокъ равенъ 0,002—р, гдѣ р менље 0,010. Если р менже 0,002, то исправленный остатокъ будетъ положптельнымъ числомъ и меньше дѣлителя, умноженнаго на едпнпцу найннсшаго разряда частнаго, п потому найденное частное будетъ приближеннымъ чпсломъ съ нед. п съ точи.

до единнцы найнпсшаго разряда. Еслиже р0,002, то псправленный остатокъ будетъ отрицательной величиной и слѣд. нап̆ден-
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ное частное будетъ болђе точнаго частнаго и поправка частнаго будетъ равна исправленному остатку, деленному на делителя. Опредѣлимъ условіе, при которомъ эта поправка не превзоиідетъ одной единицы найнисшаго разряда частнаго. Если абсолютная величина поправленнаго остатка 0,02—р менве дѣлителя, умноженнаго на единицу найнисшаго разряда частнаго, то поправка частнаго будетъ менѣе одной единицы найнисшаго разряда частнаго. Найбольшая поправка частнаго будетъ тогда, когда неисправленный остатокъ О; поправка частнаго не превзойдетъ единицы найнисшаго разряда въ самомъ неблагопріятномъ случав, если р менве дѣлителя, умноженнаго на единицу найнисшаго разряда частнаго. Произведеніе всего делителя на единицу найнисшаго разряда частнаго более произведенія послѣднаго делителя 130 на единицу найнисшаго разряда частнаго; поэтому предъявленное требованіе будетъ выполнено, если р менее последняго делителя, умноженнаго на единицу найнисшаго разряда частнаго. Это условіе можно выразить еще проше. Иропзведеніе послднаго двлителя 130 на единицу найннисшаго разряда частнаго 0,0001 равно 0,001.13 т. е, равно единпцв найнисшаго разряда остатка, взятой 13 разъ. Если мы условимся называть последнимъ делителемъ не 130, а 13, или другими словами, если мы условимся послѣдній дѣлитель 13 десятковъ читать, какъ 13 единицъ, то тогда предъидущее условіе можно будетъ выразить слѣдующимъ образомъ: чтобы погрѣшность въ частномъ не превзошла одной единицы найнисшаго разряда (частнаго же), надо, чтобы р было менѣе единицы найнисшаго разряда остатка, умноженной на последняго дтеля. Мы нашли, что р0,001(1+1,8.5) т. е. р мен одной единицы найнисшаго разряда остатка, взятой столько разъ, сколько единицъ въ пропзведеніи 1,8 на число цифръ частнаго, увеличенномъ единицей. Поэтому предъявленное требованіе будетъ выполнено, если 1+1,8.5 будетъ менѣе послѣдняго делителя 23, илп если последній дѣлитель (23) будетъ по крайней мѣрѣ на одну единицу более произведенія 1,8 на число цифръ частнаго.

Итакъ погрѣшность ез частномъ Гюи не превзойдетъ никогда одной единицы найнисшаго разряда, еслп только послѣдній дѣлитель будетъ покрайней мѣрѣ на одну единицу болѣе произведенія 1,8 на число цифръ частнаго.

45. Зная условіе, при которомъ предѣлъ погрѣшности въ частномъ Гюи не превзойдетъ одной единицы найнисшаго раз¬
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ряда, можно легко найти частное двухъ данныхъ чиселъ съ требуемой точностью найкратчайшимъ путемъ.

Примѣръ І. Положимъ, требуется найтп частное съ точн.

до-1-0,1 отъ дѣлніе 32547,842, на 26,843247.

Прежде всего опредѣлимъ число цифръ искомаго частнаго. Цифра найвысшаго разряда частнаго будетъ означать тысячи, а цифра найнисшаго разряда, согласно съ требованіемъ, должна означать десятыя доли; слѣд. въ частномъ будетъ пять цифръ. Чтобы погрѣшность въ частномъ не превзошла одной едпницы найнисшаго разряда частнаго, надо, чтобы послѣдній дѣлитель былъ по краиней мѣрѣ на одну едпиицу болѣе произведенія 1,8 на число цифръ частнаго 5, т. е. более 9. Первыя двѣ цифры дѣлителя 26 будутъ более 10; слѣд., послѣднимъ дѣлителемъ должно быть число 26; всѣхъ дѣлптелей должно быть столько же, сколько цифръ въ частномъ; поэтому первымъ дѣлителемъ будетъ число 26,8432. Первымъ дѣлимымъ будетъ данное дѣлимое, укороченное додесятыхъ долей съ избыт. Дѣлимъ.

32547, 9| 26,8432|3 26843, 2 1212,5 5704,7 5368,6 336,1 268, 4 67,7 53,6 14,1 13,4 Погрешность въ послѣднемъ остатке р0,1(1,8.5+1) или р1. Исправленный остатокъ 0,7—р, будучп раздѣленъ на дѣлителя, дастъ положительное или отрицательное число, меньшее О,1. След. пределы погрѣшности въ найденномъ частномъ бу дутъ -10,1.

Примъръ II. Найти частное отъ дѣленія 82434727 на 91547 съ точн. д0-+0,1.

Цпфра найвысшаго разряда частнаго будетъ означать сотни, а цифра наі̆нисшаго разрида должна означать десятыя долп;

слѣд. въ частномъ должно быть вычпслено 4 ппфры. Послѣдній дѣлитель долженъ быть по крайней мѣрѣ на 1 бодѣе
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пронзведенія 1,8.4 = 7,2; поэтому послѣднимъ делителемъ будетъ первая цпфра дѣлителя 9, а первымъ дѣлителемъ будетъ число 9154; дѣлимое надо укоротить такъ, чтобы составплось число, большее перваго дѣлителя; слѣд. первымъ дѣлимымъ будетъ 82435. Дѣлимъ 82435 91547 82392 900, 4 Провѣримъ, дѣйствительно ли погрѣшность менже О,1.

Остатокъ 7 означаетъ 7000. Иогрѣшность въ остатк р1000.(1+1,8.4) или р8200. Отсюда следуетъ, что р можетъ быть менве и болѣе остатка; если р менѣе 7000, то исправленный остатокъ 7000—р, будучи раздѣленъ на дѣлителя 91547, дастъ поправку частнаго, меньшую+0,1; если же случится, что р7000, то абсолютное значеніе разности 7000—р во всякомъ случае менее 8200, и это последнее число, будучи разделено на делителя, дастъ поправку частнаго, тоже меньшую О,1. Итакъ, во всякомъ случае погрѣшность въ частномъ менее одной единицы найнисшаго разряда (частнаго же).

Примѣръ III. Найдемъ частное отъ деденія 5347838 на 7,41356 съ точн. до-1-1000.

Цифра наивысшаго разряда частнаго будетъ означать сотни тысячъ, а такъ какъ цифра найнисшаго разряда должна означать тысячи, то надо вычислить для частнаго три значущихъ цифры. Послѣдній дѣлитель долженъ быть покрайней мѣрѣ одной единицей болве произведенія 1,8.3 = 5,4; слѣд. последнимъ двлителемъ надо принять 7, а первымъ делителемъ 7,41; первымъ дѣлимымъ будетъ 5348. Дѣлимъ 5348 7,41 3 5189 721 Искомое частное будетъ равно 721000-+1000.
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54 – Примеръ IV. Найдемъ частное отъ деленія 17 на 68,3415274 съ точн. до-+0,00001.

Первая цифра искомаго частнаго будетъ означать десатыя доли; слѣд. въ искомомъ частномъ надо вычислить пять цифръ.

Послѣдній дѣлитель долженъ быть по крайней мѣрѣ равенъ произведенію 1,8.5=9, потому что дѣлимое точное число; слѣд.

послѣднимъ дѣлителемъ будетъ число 68 и первымъ 68,3415, а первымъ дѣлимымъ будетъ 17,00000. Дълимъ 17,00000| 68,3415|2 13 66830 0,24875 3,33170 2,73366 0,59804 0,54672 0,05132 Примъръ V. Найдемъ частное отъ дѣленія 65847,3418 на 503,84 съ точ. до—10,001. Первая цифра частнаго будетъ означать сотни; слѣд. въ частномъ надо вычислить 6 цифръ. Послѣднимъ дѣлителемъ будетъ 50, такъ какъ произведеніе 1,8.6=10,8. Для составленія перкаго дѣлителя надо присоедпнить къ 50 еще пять цифръ, но такъ какъ у насъ пяти цифръ нѣтъ, то недостающія цифры дополняемъ нулями. Первымъ дѣлимымъ будетъ число 65847,35. Дѣлимъ.

65847,35|5038400 50384,00 130,691 15463,35 15115,20 348,15 302,30 45,85 45,34 0,51 0,50 ,01
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Погрѣшность въ полученномъ здѣсь остаткѣ менве 0,01(1+1,8.3), такъ какъ при умноженіи делителя на сотни десятки и единицы частнаго не было сдѣлано никакой погрѣшности.

46. При обыкновенномъ деленіи каждый изъ остатковъ всегда менве делителя, умноженнаго на единицу последней изъ определенныхъ цифръ частнаго, т. е. первый остатокъ менље дѣлителя, умноженнаго на единицу первой цифры частнаго, второй остатокъ менее делителя, умноженнаго на единицу второй цифры частнаго, ит.д. При дѣленіи же по способу Гюи тоже большею частью каждый изъ остатковъ менѣе соотвѣтствующаго ему дѣлителя, умноженнаго на единицу послѣдней изъ вычисленныхъ цифръ частнаго. Такъ по крайней мѣрѣ было во всѣхъ разсмотрѣнныхъ нами примѣрахъ. Но случается иногда, что одинъ изъ остатковъ равенъ соотвѣтствующему ему дѣлителю, умноженному на единицу послѣдней изъ найденныхъ цифръ частнаго. При выводѣ условія, при которомъ погрѣшность въ частномъ не превзойдетъ единицы найнисшаго разряда, мы не предполагали этого случая; поэтому этотъ случай надо разсмотрѣть отдѣльно.

Найдемъ частное отъ дленія 1994,46098 на 37,489935 съ точн. до0,001. Цифра найвысшаго разряда частнаго означаетъ десятки; поэтому въ частномъ надо вычислить пять значущихъ цифръ. Послѣдній дѣлитель долженъ быть, согласно съ выше выведеннымъ правиломъ, по крайней мѣрѣ на 1 болѣе произведенія 1,8.5=9; след. послѣднимъ дѣлителемъ надо принять 37, а первымъ дѣлителемъ 37,4899. Дѣлимъ.

1994,461 37,4899|3 1874,496 53,1 119,965 112.469 7,496 3.,748 3,748 Третіиі остатокъ оказался, равнымъ третьему делителю, умноженному на единицу третьей цифры частнаго. Не продолжая дѣленія, можно предвидѣть, что всѣ слѣдующія цифры частнаго будутъ равны 9 и каждый изъ послѣдующихъ остатковъ
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будетъ не менве делителя, умноженнаго на единицу соотвѣтствующей цпфры частнаго. Докажемъ, что 53,199 есть приближенное частное съ точн. до-+0,001; для этого докажемъ, что 53,200 есть приближенное частное съ изб. и съ точн. до 0,002.

Взявъ вмѣсто послѣдней изъ нап̆денныхъ цифръ частнаго 1 цпфру 2 п умноживъ на эту цпфру дѣлителя, мы получаемъ произведеніе 7,497. Вычтя это число изъ втораго остатка, мы получимъ для третьяго остатка отрицательное чпсло —0,001.

Иогрѣшность въ этомъ остатке р менее 0,001(1+ 1,8.3) = 0,0064;

след. исправленный остатокъ будетъ —0,001—р; абсолютная вен этого осттка мен 0,001(2 + 1,8.3), и а fоrtiоі мен 0,001(2+1,8.5). Но по условю 1+1,8.5 мен послѣдяго длителя, а 2+1,8.5 мен удвеннаго последнаго делтеля, а потому абсолютная велпчина исправленнаго осгатка менђе дѣлителя, умноженнаго на 0,002. Слѣд. поправка частная менѣе 0,002, пли 53,200 есть приближенное частное съ точн. до 0,002 съ избыт., а 53,199 есть приближенное частное съ точ. до—0,001.

Изъ этого примѣра слѣдуетъ, что еслн одпнъ пзъ остатковъ при дѣленіи до способу Гюн окажется равнымъ соответствующему ему делителю, умножепному на единпцу послѣдней пзъ вычисленныхъ цпфръ частнаго, то можно прекратить дѣленіе, такъ какъ не вычисленныя цифры дѣлимаго всегда равны 9.

47. Изъ всего сказаннаго вытекаетъ слѣдующее прасило для вычисленія частнаго съ заранъе заданной точностью по способу Гюн. Прежде всего надо опредѣлить число цпфръ искомаго частнаго; потомъ надо въ дѣлителѣ отдѣлпть слѣва для послѣдняго дѣлителя столько цифръ, чтобы изъ нихъ составплось число, покрайней мерѣ на 1 более пропзведенія 1,8 на чпсло цифръ частнаго. Для составленія перваго дѣлителя надо къ послѣднему дѣлителю присоедить столько цифръ неукороченнаго дѣлителя, сколько цифръ въ частномъ безъ одной. Кромѣ того въ делителе удерживается еще одна лшняя цифра для того, чтобы можно было прпбавить къ произведенію перваго дѣлптеля на первую цифру частнаго десятки отъ умноженія первой изъ оторасываемыхъ цифръ дѣлителя на первую цифру частнаго. Затѣмъ въ дѣлимомъ удерживаютъ столько цпфръ, сколько цпфръ въ первомъ делптеле, если первая цпфра дѣлпмаго болѣе первой цифры дѣлителя, или же одной цифрой болѣе, если первая цифра дѣлимаго менѣе первой цпфры дѣлптеля, и ос¬
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тальныя цифры отбрасываютъ; послѣднюю изъ удержанныхъ цифръ дѣлимаго увеличиваютъ на 1.

Это правило выведено въ томъ предположеніи, что укороченное по вышензложенному правилу делпмое есть приближенное число съ изб. и съ точн. до 1 найнисшаго разряда, и укороченный дѣлитель есть приближенное число съ нед. и съ точи. до 1 найнисшаго разряда.

48. Если дѣлимое и дѣлитель не даны, но могутъ быть вычислены съ какой угодно точностью, то руководствуясь только что пзложеннымъ правиламъ не трудно опредѣлить, съ какой точностью надо вычислить дѣлимое и дѣлителя, чтобы можно было вычислить частное съ требуемой точностью. Чтобы показать, какъ следуетъ разсуждать въ такомъ случаљ, вычислимъ слѣдующую формулу:

ab cd T a= 43,14821352,b= 7,4030184 c= 8,41203041,d=5,6314021 съ точн. до-1-0,001 Допустимъ, что вычисленіе будетъ проведено въ слмдую щемъ иорядкѣ: I) ав, II) с, III) —. Прежде его предѣляемъ cd цпоры найвысшаго разряда двлимаго и дѣлителя. Цира найвысшаго разряда делимаго ав будетъ 3 сотни, а цифра найвысшаго разряда делителя будетъ означать 4 десятка. Зная это, мы узнаемъ, что цифра найвысшаго разряда частнаго будетъ означать единицы, а такъ какъ цифра найнисшаго разряда согласно съ требованіемъ должна означать тысячныя доли, то въ искомомъ частномъ должно быть вычислено 4 значущихъ цифры. Послѣдній делитель долженъ быть по крайней мѣрѣ на одну единицу более произведенія 1,8.4= 7,2, а такъ какъ первая цира дѣлителя 4, то для послѣдняго дѣлителя надо отделить первыя двѣ значущія цифры, къ нимъ надо присоединить еще три цифры для составленія перваго делителя и еще одну цифру для поправки произведенія перваго делителя на первую цифру частнаго; слѣд. въ дѣлителѣ должно быть вычислено шесть цифръ.

Такъ какъ первая цифра делителя означаетъ десятки, то шестая будетъ означать десятитысячныя доли; слѣд. дѣлителя надо вычислить съ точн. до+0,0001. Теперь опредѣлимъ, съ ка¬
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кой точностью надо вычислить дѣлимое. Можно разсуждать двояко. Цереое разсужденіе: Первый дѣдитель состоитъ изъ пятп цифръ, а первое дѣлимое должно состоять изъ пяти, или шести цифръ, смотря потому более, или менее первой цифры делителя первая цифра делимаго; первая цифра делимаго 3, а первая цифра дѣлителя 4; слѣд. въ дѣлимомъ надо вычислить шесть значущихъ цифръ, а такъ какъ первая значущая цифра означаетъ сотни, то шестая будутъ означать тысячныя доли, слѣд.

делимое надо вычислить съ точн. до—0,001. Второе разсужде ніе. Единица найнисшаго разряда дѣлимаго должна быть равн произведенію единицы найнисшаго разряда перваго делител т. е. 0,001, умноженной на единицу найвысшаго разряда частна го, т. е на 1. Слѣд., делимое надо вычислить съ точн. до—0,00 Чтобы вычислить дѣлимое а съ точн. до —0,001, надо п правилу § 13 предварительно вычислить ав съ точн. до—10,000 по способу Ухтреда и полученное произведеніе укоротить н одну цифру для приведенія его ко второму каноническому вид Делителя сd надо вычислить съ точн. до+0,0001, а для это надо предварительно вычислить его (по § 13) съ точн. до—10,0000 и потомъ посредствомъ укорачиванья на одну цифру надо бу детъ привести ко второму каноническому виду. Но сейчас будетъ выяснено, что можно, вычисливъ дѣлимое съ точи, д +0,001, а дѣлителя съ точн. д0-10,0001, найти частное с требуемой точностью, если только мы немного измѣнимъ выв денное выше условіе, которому долженъ удовлетворять послѣ, ній дѣлитель, чтобы искомое частное получилось съ требуемо точн. Поэтому вычислимъ дѣлимое съ точн. д0—+0,001, а дѣл теля съ точн. д0-10,0001.

43, 14821 81 03047 302 03747 17 25928 319,42692 ab=319,427-+-0,001 8,412030 9.141365 42 060150 5 047218 47,371660 cd=47,3717-+-0,0001
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– 59 – Возьмемъ делимое а съ точн. до —0,002, а делителя съ .0+0,0002.

Дѣлимъ по способу Гюи.

319,428| 47,371|6 284.229 6.743 35,199 33,159 2,040 1,894 0, 146 0,141 0,005 Опредѣлимъ теперь погрѣшность въ полученномъ остаткѣ р. Найдя первую цифру частнаго 6, мы умножили перваго дѣлителя на 6 и увеличили послѣднію цифру произведенія на 3, означающіе десятки отъ умноженія отбрасываемой цифры 6 на первую цпфру дѣлителя 6; отъ этого произошла погрѣшность не превышающая 0,0009; кромѣ того мы совсѣмъ не умножили на 6 поправки делителя, которая менље 0,0002; происшедшая отъ этого погрѣшность всегда менее 0,0018. Слѣд. вся погрешность въ пронзведеніи делителя на первую цифру частнаго менве 0.001.0.9.3. Погрѣшность въ каждомъ изъ остальныхъ произведеній дѣлителя на каждую изъ цнфръ частнаго не превосходитъ 0,001.0,9.2. Поэтому погршность во всемъ произведеніи делителя на найденное частное мене 0,001.0,9(2.4+1). Для полученія остатка 0,005 мы вычли изъ прпближеннаго делимаго число, меньшее, чемъ следовало, на величину р0,001,09(2.41).

Поэтому получили большей остатокъ, чемъ слѣдовало, и погрѣшность въ этомъ остаткѣ равна погрѣшности въ делимомъ, которая менее 0,002; сложенной съ погрѣшностью р. След, вся погрѣшность въ остаткѣ менље 0,002+р, или менее 0,001.2 +0,001.0,9(2.4+1) =0,001(2+0,9(2.4+1)) Этотъ предѣлъ погрѣшности въ остаткѣ можно замѣнить слѣдующимъ: 0,001(1,8.4+3). Чтобы погрѣшность въ частномъ не превзошла одной едпницы найнисшаго разряда частнаго, надо, чтобы эта погрѣшность не превзошла 0,001, умноженной на послѣдняго дѣлителя, или чтобы послѣдній дѣлитель 47 былъ по крайней мѣрѣ равенъ 1,8.4+3, или, что одно и то же, былъ
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покрайней мѣре на 3 единицы более произведенія 1,8 на чи ло цифръ частнаго 4. Такъ какъ это условіе соблюдено въ только что произведенномъ дѣленіи, то погрѣшность въ нап̈ денномъ нами частномъ менее 0,001.

49. И такъ если предъявлено требованіе вычислить съ заранъе заданной точностью частное отъ дѣленія двухъ чиселъ г и з, которыя не даны, но могутъ быть вычисдены съ точи. до единицы какого угодно разряда съ нед. или съ изб., надо поступать слѣдующимъ образомъ:

Прежде всего опредѣляемъ цифры найвысшаго разряда дѣлимаго и дѣлителя, а затѣмъ и частнаго. Потомъ, принимая во вниманіе значеніе единицы найвысшаго разряда и значеніе единицы найнисшаго разряда частнаго, разсчитываемъ, сколько надо вычислить цифръ въ частномъ. Потомъ беремъ произведе ніе 1,8 на число цифръ частнаго и, зная цифру найвысшаго разряда дѣлителя, соображаемъ, сколько цифръ надо отдѣлить въ искомомъ дѣлителѣ для послѣдняго дѣлителя, зная, что послѣдній дѣлитель долженъ быть по крайней мѣрѣ на 3 еди· ницы болѣе пропзведенія 1,8 на число цифръ частнаго. Затѣмъ разсчитываемъ, сколько всего цифръ надо вычислить для дѣлителя, зная, что въ делителѣ надо вычислить кромѣ цифр последняго делителя еще столько цифръ, сколько цифръ в частномъ. Затѣмъ разсчитываемъ, съ какой точностью над вычислить дѣлимое, зная, что единица найнисшаго разряда д лимаго равна единице найнисшаго разряда перваго дѣлителя умноженной на единицу найвысшаго разряда частнаго. Когда будутъ вычислены дѣлимое и делитель по этому разсчету с точн. до единицы найнисшаго разряда, тогда последнюю цифр дѣлителя уменьшаемъ, а послѣднюю цифру дѣлимаго увеличп ваемъ на единицу и производимъ деленіе по способу Гюн помня, что послѣдняя цифра дѣлителя предназначена только для поправки произведенія перваго делителя на первую цифру частнаго.

m
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Извлеченіе квадратнаго корня.

50. Извлекаемъ квадратный корень изъ 53837347 съ точн.

цо+1 по обыкновенному способу.

V53-83-73-47—7337 143/483 1463|5473 14667 108447 Докажемъ, что остатокъ, получаемый при извлеченіи квадратнаго корня съ точн. до + 1 (въ нашемъ примѣрѣ число 5778) не более удвоеннаго квадратнаго корня (т. е. 2.7337).

Пусть а означаетъ VА съ точн. до+1, а  остатокъ. Тогда A=a ²+R (a+1) —  +2+1 CI. a 2+R{a ²+2a+1, R(2a+1, A ((at1) ил или Докажемъ теперь слѣдующую теорему: Если мы уменьшимъ подкоренное число А на число, меньшее 2а, и извлечемъ квадратный корень съ точн. до+1, то получимъ иди то же самое чил а, или же чил, меньшее на 1, т. е. а —1.

Доказательство. Уменьшимъ подкоренную величину А на к и опредѣлимъ, каково должно быть к, чтобыVА —к былъ не менве а—1.

A=²+R A–л=(a–1) ² л a ²+R–)= ²-2+1 ––2+1 к–R{=2a–1 к {–1 k (2a пл или или пли Изъ доказаннаго нами предложенія слѣдуетъ: если подкоренную величину А уменьшимъ на число, меньшее двойнаго квадратнаго корня изъ А, и изъ полученнаго уменьшоннаго чи¬
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сла извлечемъ квадратный корень съ точн. до+1, то найденное такимъ образомъ число будетъ квадратнымъ корнемъ изъ А съ точн. до+2. Увеличивъ это число на 1, мы подучимъ квадратный корень изъ А съ точн. до+1.

51. Эта теорема даетъ намъ возможность укоротить подкорснную величину на одну, плп нѣсколько цифръ. Обратимся къ нашему примѣру:

V33837347 — 7337+ Если мы уменьшимъ подкоренную величину на число, меньшее 2.7337, и изъ уменьшоннаго числа извлечемъ квадратный корень, то получпмъ приближенное значеніе V53837347 съ точи.

до+2. Такъ какъ 73371000, то можно уменьшить подкоренную величину на число, меньшее 2000. Уменьшимъ ее только на 1347, т. е. замѣипмъ едпницы, десятки и сотии нулямп. а цифру тысячъ уменьшимъ на 1 и изъ подученнаго чпсла 53836000 извлечемъ квадратный корень съ точн. до+1; полученный корень будетъ непремѣнно приближеннымъ квадратнымъ корнемъ изъ даннаго числа 53837347 съ точн. до +2.

Число 53836000 есть подкоренная величпна, укороченная до тысячъ, и взятая съ точн. до двухъ едпницъ найнисшаго разряда съ нед., т. е. съ точн. до+2000.

Мы показалп, что въ разсмотрѣнномъ нами примѣрѣ подкоренную величину можно укоротить на три цпфры, т. е. на столько цифръ, сколько цпфръ въ корнѣ безъ одной. Такимъ же образомъ можно показать, что для полученія квадратнаго корня пзъ 53842 съ точн. до+2, можно это чпсло укоротить на двѣ цпфры, т. е. взять V53700 вместо V53842. Обобщая только что выясненное на частныхъ примѣрахъ, мы можемъ формулпровать слѣдуюшую теорему: Еслп при извлеченіи квадратнаго корня изъ цѣлаго чисда мы укоротпмъ подкоренную велпчппу на столько цифръ, сколько цифръ въ корнѣ безъ одиоиі, и уко роченное число возьмемъ съ точи. до двухъ едпницъ найнпо шаго разряда съ нед., то получимъ приближенное значеніе квадратнаго корня съ точи. до 2 едпницъ съ нед.

52. Разсмотрпмъ теиерь укорачиваніе подкоренной велпчпиы при извлеченіп квадратнаго корня съ точн. до единпцы какого угодно разряда.

Требуется извлечь квадратный пзъ 437,841378443 съ точи.

до—+0,001. Если данное чпсло увеличпмъ въ 1000000 разъ, изъ א
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a e ה полученнаго числа 473841378,443 извлечемъ квадратный корень съ точи. до 1, и вычисленный корень уменьшимъ въ 1000 разъ, то найдемъ искомый корень съ точн. до +0,001. При извлеченіи квадратнаго корня изъ 437841378,443 мы можемъ укоротить (по доказанной теоремѣ) это число, начиная съ единицъ, на 4 дифры, т. е. вмѣсто 437841378,443 можно взять 437830000.

Отсюда уже слѣдуетъ, что вмѣсто V437,841378443 можно взять 437,830000 или V437,83, т. е. для вычисленія V437,841378443 съ точн. до—10,001 можно подкоренную величину укоротить, начиная съ милліонныхъ долей, на 4 цифры, пли на столько цифръ, сколько цифръ въ корнѣ безъ одной.

Итакъ при извлеченіи квадратнаго корня съ точн. до—11 какого угодно разряда можно подкоренную величину укоротить слѣдующимъ образомъ: сперва можно укоротить до той цифры, коей каждая единица равна квадрату единицы найнисшаго разряда искомаго корня, а потомъ еще разъ укоротить на столько цифръ, сколько цифръ въ квадратномъ корнѣ безъ одной.

Прим. І. При извлеченіи квадратнаго корня изъ 53,7348726 съ точн. до—10,01 можно число, укороченное до десятитысячныхъ долей, 53,7348 укоротить еще на двѣ цифры и взять его съ точн, до двухъ единицъ найнисшаго разряда съ нед., т. е.

взять 53,72.

Ирим. II. Вычислить V37842483,14 съ точн. до—1–10. Вмѣсто этого вычисляемъ V37830000 съ точн. до+10 и получаемъ искомый квадратный корень съ точи. до+20.

Прим. III. Вычислить V 0,000378426842 съ точн. д0—+0,0001.

Вместо этого можно вычислить V0,000377 съ точн. д0—10,0001.

53. На этомъ укорачиваньи основанъ сокращенный способъ еычисленія кеадратнаго корня изъ такого числа, которое еще не вычислено, но можетъ быть вычисленно съ какой угодно точностью. Разсмотримъ этого рода вычисленіе на нижеследующпхъ примѣрахъ:

Иримѣръ І.

Положимъ, требуется вычислить съ точн. до1.

x= V53741,8478,2010, 71305 Цѣлая часть подкоренной величпны будетъ выражаться 9ю цпфрами, слѣд. въ искомомъ квадратномъ корнѣ будетъ пять цифръ. Если бы мы вычпслили подкоренную велпчину со¬
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„ 64 вершенно точно, то для извлеченія квадратнаго корня съ точн.

до-1 мы могли бы, оторосивъ дробную часть подкоренноіі величины, укоротить еще цѣлую часть ея на 4 цифры, т. е.

укоротить до десятковъ тысячъ; поэтому подкоренную величину достаточно вычислить съ точн. до+20000, или что одно и то же, съ точн. до-+10000.

Умножаемъ по способу Ухтреда.

53741,8 17010 2 107483 6 108058 6 Получаемъ 108050000 съ точн. до+2000. Извлекаемъ квадратный корень.

V 1.08.05.00-00=10394 203|805 2069 19600 2078497900 Примѣръ II.

x=10395-1-β.

Вычислить у=VV37–V43 съ точн. до—+0,0001. Разсуждаемъ такъ: V37 равенъ 6 съ дробью, V43 тоже равенъ 6 съ дробыю, поэтому цифра найвысшаго разряда 37+ 43 означаетъ десятки. Цифра найвысшаго разряда V 37+V 43 будетъ означать единицы. Такъ какъ у надо вычислять съ точностью до+0,0001, то въ корнѣ надо вычислять пять значущихъ цифръ. Если бы мы вычислили V37+V43 съ очень большоі̆ точностью, то мы могли бы это число укоротить сперва до стомилліонныхъ долей и потомъ еще разъ на четыре пифры т. е. до десятитысячныхъ долей. След. доста̀точно вычислить V37+V43 съ точн. д0+0,0002, а V 37 и V43 съ точн. д+0,0001.
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-65 – V37 = 6,0827+0,0001:

V 43 = 6,5574+-0,0001 V37+V 43=12,6401+0,00027 V12,64010000 — 3,5552 Примѣръ III.

у—3,5553—1-0,00018 Вычислить  = 52378,4137+ V 73 съ точн. до-+0,1.

V 73 равенъ 8 съ дробью, поэтому целая часть 52378,4137+V 73 будетъ выражаться 5-ю цифрами, а цѣлая часть квадратнаго корня изъ этого числа будетъ выражаться тремя цифрами. Весь квадратный корень будетъ выражаться 4-мя цифрами. Подкоренную величину можно укоротить, начиная съ сотыхъ долей, на три цифры, т. е. до десятковъ. Такъ какъ V73 менѣедвухъ десятковъ, то мы можемъ его отбросить и тогда V52378,41 будетъ приближеннымъ значеніемъ ꙁ съ требуемой точностью.

V 5.23.78,41 – 228,8 448 3978 4568|39441 =228,9-+-0,1.

Извлеченіе кубическаго корня.

54. Извлекаемъ кубич. корень изъ целаго часла 53784237 съ точи. до+1 но обыкновенному способу.

V 53-784-237 =377 27 26 784 3 131 237 2 929 633 201 604 Найденное такимъ образомъ число 377 есть приближенный кубическій корень изъ цѣлаго числа 53784237 съ точи.
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до+1, а 201604 —остатокъ. Пусть в означаетъ кубическій корень изъ целаго числа В съ точн. до+1, а —остатокъ, или разность В—3.

Если предъявлено требованіе вычислить вубическій корень изъ цѣлаго числа В съ точн. до -1 или, что одно и то же, съ точи. до-2, то подкоренное число можно укоротить на несколько цифръ. Разсмотримъ это укорачиванье.

Опредѣлимъ сперва, каково должно быть к, чтобы –7– Это неравенство, коему должно удовлетворять к, можно преобразовать слѣдующимъ образомъ:

Такъ какъ В–к☝или=(–1) ³ B= 3+ ro a 3+–)= ³–3 ²+–1, л =²–3+1+.

Этому неравенству можно удовлетворить при всякомъ пл = ²– =(–1) k= (b–1)² или или Здесь —1 есть приближенное значеніе кубическаго корня изъ В съ точн. до+2.

И такъ целое число В, изъ котораго надо извлечь кубическій корень съ точи. до2, можно уменьшить на всякое число, не превышающее утроеннаго квадрата искомаго приближеннаго кубическаго корня.

Обратимся къ нашему примеру. Кубическій корень изъ 53784237 болже 300, поэтому это число можно уменьшить на число, равное 3.(300)²= 270000, или на меньшее число. Умень шимъ его только 184237; тогда получимъ 53600000. Если мы извлечемъ кубическій корень изъ этого числа съ точн. до-1, то получимъ 377, т. е. тоже число, которое было получено по извлеченіи кубическаго корня изъ точнаго числа. Если бы остатокъ отъ извлеченія кубическаго корня изъ 53784237 былъ менље 184237 (даже если бы онъ былъ нуль), то кубическій корень изъ уменьшеннаго такимъ образомъ числа, конечно, былъ бы меньше 377, но не меньше 366.

55. Требуется извлечь кубич. корень изъ 937842638413,642 съ точн. до†2. Очевидно, мы можемъ отбросить дробную часть этого числа, т. е. укоротить до единицъ. Это будетъ переое уко¬
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- 67 – рачиеанье. — Принимая во вниманіе, что целая часть даннаго числа выражается 12-ю цифрами, мы заключаемъ, что искомый кубическій корень будетъ выражаться четырмя цифрами, или будетъ болѣе тысячи; поэтому мы можемъ уменьшить подкоренную величину на число, равное 3.(1000)2= 3000000, т.е. мы можемъ укоротить до милліоновъ и взять укороченное число съ точи.

до двухъ, или до трехъ единицъ найнисшаго разряда, т. е.

взять 937841000000. Это будетъ сторое укорачиеанье. Для этого укорачиванья можно дать слѣдующее правило: если искомый кубическій корень будетъ выражаться п цифрами, то подкоренную величину можно укоротить, начиная съ единицъ, на 2п—2 цифры и взять укороченное число съ точи. до двухъ, или до трехъ единицъ найнисшаго разряда съ недост. Въ самомъ дѣлѣ, если искомый корень выражается п цифрами, то онъ более 10"—¹, а потому подкоренное число можно у меньшить на 3.10²п—2 или укоротить на 2п— 2 цифры.— Укороченное такимъ образомъ число можно еще укоротить на одну, или две цифры, если мы примемъ во вниманіе цифру найвысшаго разряда искомаго кубическаго корня. Кубическій корень изъ взятаго нами числа болже 9000; поэтому подкоренное число можно уменьшить на число, равное 3.(9000)²= 283000000, или наменьшее число. Если мы его укоротимъ на двѣ цифры, начиная съ милліоновъ, то сделаемъ погрѣшность менве 100 милліоновъ; поэтому послѣ втораго укорачиванья (до мидліоновъ) мы можемъ укоротить это число еще на двѣ цифры, т. е. до сотенъ милліоновъ, и взять укороченное число съ точн. до двухъ единицъ найнисшаго разряда. Это будетъ третье укорачиванье. Для этого укорачиванья можно дать следующее правило: Въ третій разъ можно укоротить на одну цифру, если утроенный квадратъ первой цифры искомаго кубическаго корня более 20, или на двѣ цифры, если онъ более 200, и укороченное число взять съ точн. до двухъ единицъ найнисшаго разряда съ недостаткомъ.

Примѣры на укорачиванье:

І) Извлечь кубическій корень изъ 72348632,841 съ точи.

+2.

Переое укорачиванье: 72348632.

Второе укорачиванье: Въ искомомъ кубическомъ корнѣ будетъ три цифры; поэтому подкоренное число можно укоротить,
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68 – начиная съ единицъ, на 2.3—2=4 цифръ, т. е. до десятковъ тысячъ. Тогда получимъ 72340000.

Третье укорачиванье. Цифра найвысшаго разряда пскомаго кубическаго корня будетъ 4. Утроенный квадратъ этой цифры будетъ 48. Можно укоротить на одну цифру. Получаемъ 72200000.

II) Извлечь кубическій корень изъ 7432643548,743 съ TOчН. д0-+1.

Первое укорачиванье: 7432643548.

Второе укоричиванье. Въ искомомъ кубическомъ корнъ будетъ 4 цифры. Можно укоротить на 2.4—2=6 цифръ. Иолучаемъ 7431000000.

Третье укорачиванье. Иифра найвысшаго разряда пскомаго куб. корня 1. Утроенный квадратъ этой цифры 3 менље 20; поэтому более укоротить нельзя.

56. Правило укорачиванья числа, изъ котораго надо пзвлечь кубическій корень съ точн. до-1, можно распространить и на на случай извлеченія корня съ точн. до единицы какого угодно разряда, такъ же точно какъ это сдѣлано для квадратнаго корня. Тогда можно формулировать следующее общее правило укорачиванья.

Число, изъ котораго надо извлечь кубическій корень съ точн. до единицы какого угодно разряда, можно укоротить три раза. Первый разъ можно укоротить подкоренное число до той цифры, каждая единица которой равна кубу единицы найнисшаго разряда искомаго корня. Второй разъ можно укоротить число еще на 2п—2 цифры, если въ искомомъ корнљ надо вычислить п цифръ. Наконецъ въ третій разъ можно еще укоротить на одну цифру, если утроенный квадратъ первой цифры искомаго корня болѣе 20, или на двѣ пифры, если онъ боле 200.

Примеры на укорачиванье:

1) Извлечь кубическій корень изъ 94784,263483 съ точн.

до-10,1.

Первое укорачиванье. Кубъ единицы найнисшаго разряда искомаго куб. корня (0,13) равенъ 0,001; поэтому можно данное число укоротить до тысячныхъ долей; тогда получимъ 94784,263.

Второе укорачиваніе. Въ искомомъ корнѣ будетъ 3 цифры;

можно укоротить, начиная съ тысячныхъ долей, на 4 цифры, т. е. до десятковъ. Тогда получимъ 94780.
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– 69 – Третье укорачиванье. Первая цифра искомаго куб. корня будетъ 4. Утроенный квадратъ этой цпфры 48 болѣе 20; поэтому можно укоротить еще на одну цифру и тогда получимъ II) Извлечь кубическій корень изъ 0,073485739747 съ тчH. д0-+0,001.

Первое укорачиванье: 0,073.485.639.

Второе укорачиванье: 0,07347.

Третье укорачиванье: 0,0733.

III) Извлечь кубическі̆ корень изъ 3748534832,63 съ точн.

до-1-10.

Первое укорачиванье: 37485634000 Второе укорачиванье: 37470000000 Третье укорачиванье: 37300000000 57. Зная, на сколько цифръ можно укоротить число, изъ котораго надо извлечь кубическій корень, можно сообразить, съ какой точностью надо вычислить подкоренную величину, если она еще не вычислена, но можетъ быть вычислена съ какой угодно точностью. Чтобы показать, какъ надо разсуждать въ такомъ случаѣ, вычислимъ z= 37, 42831492.834, 13752341 съ точн. д0+0,01.

Допустимъ на время, что подкоренная величина вычислена совершенно точно. Тогда ее можно укоротить три раза: 1) Зная, что цифра найнисшаго разряда искомаго кубич. корня должна означатъ сотыя доли, мы укорачиваемъ подкоренную величину сперва до милліонныхъ долей. 2) Цифра найвысшаго разряда искомаго куб. корня будетъ означать десятки, потому что цифра найвысшаго разряда подкоренной величины будетъ означать десятки тысячь. Въ искомомъ куб. корнѣ будетъ 4 цифры, а потому можно подкоренную величину укоротить еще одинъ разъ, начиная съ миліонныхъ долей, на 2.4 —2=6 цифръ, т. е.

до единицъ. 3) Наконецъ, зная, что подкоренная величина болѣе 30000, а след. цифра найвысшаго разряда искомаго кубич. корня будетъ 3, мы определяемъ произведеніе 3.3²= 27 и находимъ возможнымъ укоротить подкоренную величину въ третій разъ еще на одну цифру, т.е. до+20. Итакъ умноженіе подъ знакомъ кубическаго корня надо произвести съ точн. до20.
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Вычисляемъ:

= 31200 =31,48+0,02v.

2=31,49-+-0,01.

31:200 =31,48 27/4200 2883 1409000 1168144 295788/240856000 237233792 3622208
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Вычисленіе алгебраической формулы съ требуемой точностью.

58. Мы разсмотрели сокращенные способы вычисленія суммы, разности, произведенія, частнаго, квадратнаго и кубическаго корней съ заранђе заданной точностью. Теперь можемъ приступить къ вычисленію алгебраическихъ формулъ. Пріемы приближенныхъ сокращенныхъ вычисленій алгебраическпхъ формулъ легче всего выясняются на примѣрахъ. Сдѣлаемъ нѣсколько вычисленій этого рода.

Вычислимъ площадь круга Р, коего радіусъ г= 470,01372 метра съ точностью до—500 кв. м.

Алебраическое ршене: ².

Порадокъ вычисленія: 1) г², II) т².

Анализъ вычисленія. Согласно съ § 15 надо вычислить Р съ точн. до—+100. Положимъ, что г² вычисленно уже съ достаточно большой точностью; тогда для полученія произведенія т.г² по правилу Ухтреда, съ точн. до—+100, надо единицы числа  подписать подъ единицами число г². Слѣд. г² достаточно вычислить съ точи. до+1.

Вычисленіе.

470,0137 731 0074 1880 6548 329 0091 220912,78 220912+2 P=694000-+-500.

59. Вычислить х= съ точн. до-10,5, полагая а= 310,3123, b=154,0789, c=415,68874.
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Порядокъ вычисленія:I) –, II)V, III)V. Для анализа вычисленія надо опредѣлить единицы найвысшаго разряда числа – и числа в. Единицы найвысшаго разряда числа  будутъ десятыя доли, а числа в десятки.

Анализъ вычисленія. Чтобы вычислить х съ точя. до—10,5, надо по § 15 предварительно вычислить х съ точн. до +0,1.

Чтобы вычислить произведеніе —. в съ точн. до10,1 надо по правилу Ухтреда подписать едпницы множителя Vь подъ тысячными, а десятки подъ десятитысячными долями множимаго -; след. — надо вычислать съ точн. до+0,0001. Подъ цирой найвысшаго разряда множимаго —, означающей десятыя доли, будетъ подписана пифра множителя уь, означающая сотыя доли; слѣд., Vв надо вычислить съ точи. до+0,01 Все сказанное до сихъ поръ полезно записывать слѣдующимъ образомъ:

ח Порядокъ вычисленія.

N Единицы найвысшаго разряда.

Hадо выч.

съ точи. до +-0,0001 + 0,01 1-0,1 Вычисленіе. Деленіе а на с должно быть произведено съ точн. до—+0,0001; след. въ частномъ будетъ 4 цпоры. Послѣдній делитель по правилу § 47 долженъ быть покрайней мѣрѣ на 1 единицу боле пронзведенія 1,8.4= 7,2; поэтому онъ будетъ 41.

Первымъ дѣлителемъ будетъ число 41568, а первымъ дѣлимымъ 310313.
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310313 415688 =0,7465 V1.54.07.89 – 12,40 244 1007 Vb = 12,40 =9—+ -0,50 60. Но данной сторон правильнаго пятиугольника а=43,01024 вычислить его апоѳему 1 съ точн. до—+0,00005.

Амебраическое рѣшеніе 1=  а 5+2V 5 Упрощеніе формулы. Для приближеннаго вычисленія этой формулы полезно преобразовать ее въ следующій видъ.

1 = a  0,25+ V0,05 =p.

Определяемъ порядокъ вычисленія и единицы найвысшаго разрлда для результатовъ каждаго изъ ариометическихъ действій и записываемъ это въ нижеследующую таблицу, которую будемъ называть синоптической таблицей, пли зупорів.

ח N Синоптческая таб́лца.

1 = a V 0,25 + V0,05 =ap.

Поряд. вычжел.

10,5 0,25 + V0,05 V0,25 + V0,05 =p Единицы найвысш.

разяда.

десятыя доли десятыя доли десятыя доли Степень точности.

+0, oo0o0o001 +0, 000000001 +0, 00000002 +-0,00001 0,7464 9,252
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74 – Степень точности каждаго изъ ариеметическихъ деиствіи, указанная въ четвертомъ столбцѣ синоптической таблицы, определена нижеследующимъ анализомъ вычисленія.

Анализъ вычисленія. Чтобы вычислить 1 съ точн. д0—+—0,00005, надо предварительно вычислить 1 съ точн. до—+0,00001. Предположимъ, что р вычисленно съ достаточно большей точностью;

тогда при умноженіи р на а съ точн. до—+0,00001, надо единицы множителя а подписать подъ десятимилліонными долями числа Р, а десятки того же числа подъ стомилліонными. Стало быть, р надо вычислить съ точн. до+0,00000002. Теперь надо опредѣлить. съ какой точн. надо вычислить 0,25+V0,05, чтобы р могло быть вычислено съ точн. д0+0,00000002. Искомый квадратный корень изъ 0,25+V0,05 долженъ быть выраженъ 8-ю десятичными знаками, поэтому подкоренную величину можно укоротить по § 52, начиная съ 16-го десятичнаго знака, на 7 цифръ; слѣдов. 0,25+V0,05 достаточно вычислить съ точн.

д0+0,000000001. Съ такою же точн. надо, очевидно, вычислять V0,05.

Вычисленіе.

Vo,05=0, 223606797 443 1600 4466 27100 447206 3040000 2683236 4472127 35676400 31304889 44721349 437151100 402492141 447213587 3465895900 3130495109 Vo, 05=0, 223606797 0,25 0,25 + V0,05 =0,473606797
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IV 0,68819095 4201034 275276380 20645727 29,5992574 II. V0,473606797—0,68819094 128 1136 136811206 13761/26279 137629 1251870 1238861 13763809 130090000 123874281 137638184 691571900 570552736 Примъчаніе. I и III вычисленіе можно было бы немного укоротить. Найдя болѣе половины искомыхъ цифръ корня, можно найти остальныя цифры, раздѣливъ остатокъ на удвоенную найденную часть корня (См. Алг. Давидова).

61. Опредѣлимъ объемъ V правильной усвченной четыреугольной пирамиды, у которой сторона нижняго основанія а=10,378143 фут., сторона верхнаго основанія =3,010248 фут., а боковое ребро с= 21,014856 фут. съ точн. до—10,5 куб. фут.

Амебраическое решеніе: V= /3 а ²+аb+²] с ²  2 (а -в Преобразованіе формулы. Чтобы уменьшить число приближенныхъ ариометическихъ дѣйствій, которыя надо произвести при вычисленіи этой формулы, преобразуемъ ее въ слѣдующій видъ:

V = [1/3(a -b) 2+ab] Vc 2 -12 (a-b) Установимъ порядокъ вычисленія и внесемъ во второй столбецъ нижеслѣдующей синоптической таблицы формулы для каждаго изъ ариометическихъ дѣйствій. Цотомъ опредѣлимъ значенія цифръ найвысшаго разряда для результатовъ каждаго изъ ариометическихъ дѣйствій и запишемъ это въ третьемъ столбцѣ той же таблицы. Въ четвертый столбецъ будемъ вносить постепенно степень точности каждаго изъ ариеметическихъ дѣйствій, по мѣрѣ того, какъ она будетъ опредѣлятся нижеслѣдующимъ анализомъ вычисленія. Наконецъ въ пятый столбецъ будемъ постепенно вносить результаты вычисленія каждаго изъ ариеметическихъ действій.

1= 29,5993.
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/3(a –b) 2+ ab] Yc 2 – ½ (a –b тическихъ дѣйств.

a(a –b)² /3(a -b) /2(a -b) ab Єдивицы нӑвысш. Степень точности.

разяд (a-b)+-2b=p 10 c 21/2 (a-b) 2 =q 100 ra Сноитческа табца.

V= Формулы арнежеx v=pVq +0,0000001 +0,00001 +0,0001 —0,001 +0,0001 +0,001 +0,0002 +0,002 +0,0002 +0,1 Результаты арне метическихъ дѣйcri.

10,378143 3,010248 21,014856 7,3678950 54,28588 18,0953 27,143 31,2407 441,624 49,3360 414,481 20, 3588 1004,4 Анализъ вычисленія. Надо V вычислить съ точн. до—10,5, а для этого надо (§ 15) предварительно вычислить V съ точн. д0—+0,1 Чтобы вычслить р  съ точн. до +0,1, надо по правл Ухтреда подписать единицы числа р подъ тысячными, а десяте подъ десятитысячными долями числа V; поэтому Vд надо вы чисить съ точн. до +0,0002. Съ такою же точностью надо вы a
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числить и р. Цифра найвысшаго разряда  д означаетъ десятки, а цифра найнисшаго разряда того же числа должна означать десятитысячныя доли; слѣд. въ корнѣ надо получить 6-ть цифръ; поэтому, если бы д было вычислено съ очень большей.

точн., можно было бы (§ 52) его укоротить, начиная съ восьмаго десятичнаго знака (со стомилліонныхъ долей), на 5 цифръ, а шестую цифру уменьшить на 1; поэтому  достаточно вычислить съ точн. до+0,002. Чтобы вычислить =с²– 2 (а —) ² съ точн. до +0,002, надо с² вычилить съ точн. до +0,001, а ½ ( –) ² съ точн. до—0,001. Чтобы выилить р=(а —) ²+а съ точн. до +0,0002, надо 3 (а –) ² и а вычислить съ точн.

до +0,0001. Чтобы вычислить з (а —) ² съ точн. до +0,0001, надо вычислить (а —)² съ точн. до-10,00001. Чтобы вычислить (а—)² съ точн. до-+0,00001, надо вычислить а —  съ точн.

до—+0,0000001, такъ какъ при умноженіи по способу Ухтреда надо единицы множителя а — подписать подъ десятимилліонными долями множимаго а —.

a=10,378143 b= 3,010248 a – b= 7,367895 Вычисленіе.

7,3678950 0598763,7 515752650 22103685 4420734 54,2858740 21,0148560 06 5841012 42 0297120 2 1014856 441,624164 (a -b)  = 18,0953 /½ (a –b) = 27, 143 10,3781430 8420103 311344290 1037814 31,2407832 ½ (a -b) 2 = 18,0953 ab = 31,2407 p— 49,3360 c2–441,624 ½ (a - b) 2 = 27, 143 =414,481
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V414;48.10-00-00 = 20,3588 403 1448 4065 23910 40708/358500 407168 3283600 3257344 1004,408 V=1004 куб. ут.

62. Рѣшить предъпдушую задачу, полагая а = 10 фут.

=3 фут., с= 21 фут. съ точн. д0-111000 искомаго числа и выразить пскомое число съ точи. до полуединицы найнисшаго разряда.

Амебраическое ршеніе: V=3 ( 2+а+²) Vс 2 /2 (–)² Упрощеніе формулы. Въ разсматриваемомъ случае упрощеніе будетъ состоять въ замѣнѣ буквъ числами и въ производствѣ точныхъ арпометическихъ дѣйствій. Число приближенныхъ дѣйствій тогда значительно сократится.

a2= 100 ab = 30 b2= 9 a + +b  139 c2=441 2 (a –b) 2= 24,5 c2 -/2 (a -b)  –416,5 V416,5 =139 V46, 2777...

Для анализа вычисленія надо знать цифру найвысшаго разряда искомаго результата. №46, 277 бодее 6, но менее 7; поэтому искомое число более 800, такъ что цифра найвысшаго разряда будетъ 8 или 9.

Анализъ вычисленія. Чтобы вычислить V съ точн. д0—11/1000 надо (по § 18) вычпслить столько цифръ, чтобы изъ нихъ составилось число, большее половины знаменателя предѣла относптельной погрѣшности 1/1000, т. е. больше 500. Такъ какъ первая цифра искомаго числа 8 или 9, то первыя три цифры искомаго числа составятъ число, большее 500, а такъ какъ первая цпфра искомаго числа означаетъ сотни, то надо искомое число вычп¬
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слить съ точи. до полуединицы или до-+0,5. Чтобы вычислить V съ точи. до—10,5, надо предварительно вычислить V съ точн.

до-10,1. Предположимъ, что V46,2777. вычисленъ съ достаточно большой точностью; тогда, умножая это число на 139 по правилу Ухтреда, мы подпишемъ единпцы 139 подъ тысячными долями, а сотни подъ стотысячными; слѣд. V46, 2777. надо вычислить съ точн. до+0,00001· Вычисленіе.

V46,2777777777 —6, 80277 128 1027 13602/37777 136047 1057377 136054 10504877 6.80277 945,466 V=945-11/1000V.

63. Объемъ правильной двѣнадцатиугольной призмы И=3358 куб. цент., а сторона основанія а–9,4027 цент. Опредѣлить высоту призмы h съ точн. до—+0,05.

Амебраическое рѣшеніе:

U (2- V3) Упрощеніе формулы. Для приближеннаго вычисленія этой формулы выгодно изобразить ее слѣдующимъ образомъ:

h=– (0,666...– V0,333 . ..) Устанавливаемъ порядокъ вычисленіл и вносимъ во второй столбецъ нижеслѣдующей синоптической таблицы формулы для каждаго изъ арпеметическихъ дѣйствій. Опредвляемъ значенія единицъ найвысшаго разряда для результатовъ каждаго изъ арпеметическихъ двйствій, при чемъ для дѣлителя а² опредѣллемъ и цифру найвысшаго разряда и вносимъ это въ третій столбецъ синоптической таблицы.
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Синоптическая табца.

Формуxа h= (0,666...- V0,333...) Порядокъ вычислснія.

Цпоры найвысшаго разряда.

Степень точности.

Результаты a V0,33..

0,66....- V0,33...

a h= –2(0,66...– V0,33) Десятыя доли.

Сотыя доли.

десятковъ.

Десятви.

—0,00001 +0,00002 0,0002 +0,02 9,427 0,57736 0,08930 88,4107 37,97 3,39 Анализъ сычисленія. Надо h вычислить съ точн. до—10,05 а для этого (§ 15) надо предварительно вычислить h съ точн, до 10,01. Предположимъ, что – и 0,66..–V0,33. уже вычисле ны съ достаточно большей точностью; тогда, умножая по спо собу Ухтреда, мы подиишемъ единицы числа –, подъ десяти тысячными долями числа 0,66. –V0,33., а десятки подт стотысячными. Слѣд. О,66..— V0,33. надо вычислить съ точн до+0,00002. Цифра найвыстаго разряда множимаго означаетъ сотыя доми; подъ ней будутъ подписаны сотыя доли чпсла след. –, надо вычислить съ точн. до+0,02. Чтобы вычислить 0,66...— V0,33... съ точн. до+0,00002, надо V0,33...
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вычислить съ точи. до—0,00001. Теперь определяемъ, съ какой точностью надо вычислить а’, чтобы частное отъ дѣленія U на а’ получилось съ точн. до0,02. Целая часть искомаго частнаго есть двузначное число, десятичныхъ знаковъ должно быть 2;

слѣд. въ частномъ надо вычислить 4 цифры, а потому по § 49 послѣдній дѣлитель долженъ быть натри единицы болѣе произведенія 1,8.4=7,2. Первая цифра дѣлителя 8; поэтому для послѣдняго дѣлителя надо отдѣлить двѣ цифры. Кромѣ того надо еще вычислить столько цифръ въ дѣлителѣ а², сколько пифръ въ частномъ, т. е. 4. И такъ въ дѣлителѣ аꙿ надо вычислить шесть пифръ, изъ коихъ двѣ составятъ цѣлую часть, а осгальныя четыре цифры будутъ десятичными знаками; слѣд. а чадо вычислить съ точн. до+0,0002.

Вычисленіе V0,333... =0,57735 9,402700 84624300 3761080 88,410764 335800| 88,410|7 265232 37,98 0,66666 0,57736 0,08930 0,08930 3,3898 h=3,4 -+-0,05= 64. Опредѣлить радіусъ шара г съ точн. до-+0,1 фута, если объемъ шара V= 137842,234 куб. фута.

Амебраическое решенге: г Норядк илня:  V, 1I) 4, III) Цифры найеысшаго разряда записаны въ нижеследующе синоптической таблицѣ.
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- 82 – Снпттеока таб́лца.

Формул = Порядокъ вычисленія Цвфры найвыспаго д.

Надо вычис.

съ точн. до – 200 +0,002 +200 10,1 Результаты.

3,14159 137842,234 12,566 Анализъ сычисленія. Допустимъ, что ЗV:4т вычислено уже совершенно точно; тогда для вычисленія кубическаго корня изъ этого числа съ точн. до-10, 1, можно его укоротить (§ 56) въ первый разъ до тысячныхъ долей, во второй разъ на четыре пифры (потому что въ искомомъ корнѣ будетъ 3 цифры), т. е. до десятковъ, и наконецъ, въ третій разъ еще на одну цифру, (потому что утроенный квадратъ первой цифры искомаго корня более 20), т. е. до сотенъ; и такъ 3V:4т надо вычислить съ точн.

до+200.–Цифра найвыстаго разряда частнаго отъ дѣхенія ЗV на 4п означаетъ десятки тысячъ, а цифра найнисшаго разряда должна означать сотни; след. искомое частное будетъ выражаться тремя значущими цифрами, а потому для последняго делителя надо отдѣлить столько цифръ, чтобы составилось число, большее 5,4 на три; слѣд. послѣднимъ дѣлителемъ будетъ 12.

Кромѣ 12 надо вычислить еще три цифры, слѣд. 4т надо вычислить съ точн. до+0,002. Для дѣлимаго надо вычислить четыре цифры, а такъ какъ цифра найвысшаго разряда 3V означаетъ сотни тысячъ, то цифра найнисшаго разряда должна озмачать сотни; потому 3V надо вычислить съ точн. до —200.
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Вычисленіе.

III 4136 1256| 6 IV  32800=32,0 27/5800 1024 /320, 00 = 32,1 -+0,1λ 65. Даны неравныя ребра прямаго прямоугольнаго параллелепипеда а, в, с. Требуется вычислить его діагональ съ точностью до-+0,5 дюйма, если a= 143,784126 g., b= 80,140573 A., c=107,410693 A.

Алебраическое ршеніе:  а2+2с² Порядокъ вычисленія и цифры найвысшаго разряда внесены въ нижеследующую синоптическую таблицу.

Синоптическая таблца.

Порядокъ вычисленія.

a2+b2+c2 Va2+2+2 d = Va 2+b2+c2 Цфры найвысшаго Степень точности.

разряда.

десятыя дол произведенія Ухтреда десятыя доли провзведенія Ухтреда десятыя доли произведенія Ухтреда +20 10,1 Результаты.

143,784126 80, 140573 107, 410693 20672,4 6422,4 11536,6 196,6
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Анализъ сычисленія. Нaдо вычислить d съ точн. до —+0,5 для этого надо по § 15 предварительно вычислить d съ точн.

до+0, 1. Допустимъ, что а²+ ²+с² вычислено совершенно точ.

но; тогда для извлеченія квадратнаго корня изъ а²+²+с² съ точн. до +0,1, можно это число укоротить сперва до сотыхъ долей, а потомъ еще на три цифры, т. е. до десятковъ, потому что въ искомомъ корнѣ будетъ 4 цифры. Слѣд. а ² +b ²+ с² надо вычислить съ точн. до +20, или, что одно и то же, съ точн.

до+10. Чтобы вычить а ²+²+с² съ точн. до-+-10, надо по § 28 вычислить а², в² и с² съ точн. до+1. Чтобы вычпслить а², в² и с² съ точн. до -+1, надо произвести умноженіе а на а, в на  и с на с по способу Ухтреда или Гюи, такъ чтобы въ неукороченныхъ пропзведенінхъ получились сотыя доли, и затемъ, укоротивъ пропзведенія до единицъ, привести ихъ къ первому каноническому виду. Можно поступить пначе: Вычисливъ по способу Ухтреда или Гюи а², в² и с², мы можемъ сложить неукороченныя произведенія (съ сотыми долями) и укоротить сумму на три цнфры. Но очень часто достаточно бываетт укоротить вычисленную такимъ образомъ сумму только на две знака для приведенія ея къ первому каноническому виду, а по тому достаточно вычислить а², в² и с² такъ, чтобы въ неуко роченныхъ произведеніяхъ получились не сотыя, а только де сятыа доли, потому что очень рѣдко погрѣшность въ сумм двухъ, или трехъ неукороченныхъ произведеній Ухтреда, или Гюн превзойдетъ сто единицъ найнисшаго разряда. Поэтому вычислимъ а², в², с² такъ, чтобы въ неукороченныхъ произведеніяхъ получились только десятыя доли.

143,784 487 341 143 784 20672,4 Выцисленіе, 6422,4 10741 0 01470 1 10741 0 11536,6
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a"=20672,4 +2,9:

b– 6422,4–+-2,2 = 11536,6 +1,57 +b+- 631,4|6,6 "+b+= 38630+8 V3-86-30— 196,5 29/286 386/2530 3925/21400 = 196,6-+-0,15 d=197-+-0,55 Примъчаніе. Если бы случилось, что предѣлъ погрѣшности въ найденной такимъ образомъ суммѣ превзошелъ сто единицъ найнисшаго разряда, но былъ менже 200 единицъ найнисшаго разряда, то и тогда можно было бы найти искомый корень съ требуемой точностью, извлекая квадратный корень изъ неукороченной суммы. Если бы случилось, что предѣлъ погрѣшности въ найденной такимъ образомъ суммѣ превзошелъ и 200 единицъ найнисшаго разряда, тоитогда, умножая по способу Гюи, можно было бы понизить предѣлъ погрѣшности въ суммѣ.

m 66. Теперь уже можно сделать общій обзоръ того, что нужно имѣть въ виду при приближенномъ сокращенномъ вычисленіи алгебраической формулы. Прежде всего данную алтебрапческую формуду следуетъ упростить, или привести къ виду, наиболее выгодному для приближеннаго вычисленія. Очевидно, наиболѣе выгоднымъ для вычисленія будетъ тотъ видъ формулы, который дастъ возможность достигнуть искомаго результата кратчайшимъ путемъ. Поэтому преобразованіе формулы должно быть направленно къ уменьшенію числа приближенныхъ ариеметическихъ дѣйствій. Слѣдуетъ при этомъ обращать вниманіе на уменьшеніе числа наиболѣе сложныхъ ариеметическихъ действій, — такихъ, какъ умноженіе, дѣленіе и извлеченіе корня. Такъ въ задач § 61 для вычисленія формулы въ первоначальномъ ея виде нужно было произвести шесть приближенныхъ умноженій (не считая другихъ действій), а между тѣмъ для вычисленія упрощенной формулы нужно было произвести не 6, а только 4 приближенныхъ умноженія. Если данныя
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-: 86 числа выражаются небольшимъ числомъ цифръ, то слѣдуетъ прежде всего произвести точныя ариометическія действія; тогда число приближенныхъ ариѳметическихъ дѣйствій уменьшится и формула значительно упростится. Примеромъ такого упрощенія формулы можетъ служить задача § 62.

Послѣ упрощенія формулы слѣдуетъ установить порядокь ариеметическихъ дѣйстеій. Иногда порядокъ вычисленія вполнѣ определяется формулой, какъ напр., въ задачѣ § 60. Но часто формула допускаетъвозможность располагать вычисленіе, то въ одномъ, то въ другомъ порядкѣ, какъ напр. въ задачахъ § 59 и § 63 Въ этомъ случаѣ изъ многихъ порядковъ ариометическихъ дѣйствій надо избрать одинъ какой либо произвольно; иначе нельзя приступить къ анализу. Въ нѣкоторыхъ случаяхъ можно предпочесть одно расположеніе вычисленія другому. Такъ напр. въ задачѣ § 59 избранъ такой порядокъ вычисленія, чтобы дѣленіе производилось надъ данными числами, такъ какъ анализъ дѣленія труднее анализа другихъ дѣйствій. Если предъявлено требованіе искомый результатъ привести ко второму, или къ третьему каноническому виду, то следуетъ, если возможно, расположить вычисленіе такъ, чтобы послѣднимъ дѣйствіемъ было умноженіе. (См. § 41). Отъ порядка вычисленія иногда зависитъ большая, или меньшая сложность самого вычисленія.

Когда установленъ порядокъ вычисленія, надо определить для каждаго изъ результатовъ ариеметическихъ действій единицы найвысшаго разряда. Иногда нужно бываетъ опредѣлить не только единицу, но и цифру найвысшаго разряда, т. е. иногда достаточно бываетъ сказать, что результатъ такого-то дейтысячъ. Цифру найвысшаго разряда надо знать тогда, когда разсматриваемое число входитъ въ вычисленіе, какъ делимое, или какъ дѣлитель, или какъ кубич. корень. Когда заданъ предѣлъ относительной, (а не абсолютной) погрѣшности искомаго числа, то непремѣнно надо предварительно вычислить цифру найвысшаго разряда искомаго числа. Цифра, или единица найвысшаго разряда опредѣляется обыкновенно посредствомъ очень несложнаго вычисленія, большею частью совершаемаго въ умѣ.

Послѣ этого можно уже приступить къ анализу вычисленія.

Здесь мы употребляемъ слово ,анализъ“ ез смыслъ анализа Платона. Анализъ вычисленія имѣетъ целью опредѣлить най¬
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- 87 – нисшую степень точности, съ какой должно быть произведено каждое изъ ариометическихъ дѣйствій, на которыя распадается вычисленіе формулы, для того, чтобы искомое число было вычислено съ требуемой точностью.

При опредѣленіи точности каждаго ариометическаго деиствія надо исходить отъ послѣдняго дѣйствія и опредѣлить сперва, съ какой точностью надо произвести одно, два, или нѣсколько предшествующихъ дѣйствій, (смотря потому, надъ однимъ, двумя, или несколькими числами производится последнее дѣйствіе), чтобы послѣднее дѣйствіе могло быть произведено съ требуемой точностью. Если одно, или нѣсколько ариометическихъ дѣйствій, непосредственно предшествующихъ послѣднему, должны быть произведены не надъ данными числами, а надъ числами, которыя надо еще вычислить, то для выполненіч каждаго изъ этихъ предшествующихъ дѣйствій, надо въ свою очередь опредѣлить степень точности, съ какой должны быть произведены имъ предшествующія дѣйствія, и т. д. Въ этомъ и состоитъ анализъ вычисленія. Анализъ долженъ быть продолжаемъ до тѣхъ поръ, пока мы не дойдемъ до ариеметическихъ дѣйствій надъ данными числами.

Когда помощью анализа будетъ определена степень точности каждаго ариометическаго дѣйствія, тогда только можно приступить къ вычисленію формулы. Порядокъ ариометическихъ дѣйствій при вычисленіи будетъ, очевидно, обратный тому, въ какомъ эти самыя дѣйствія были разсмотрѣны въ анализѣ.

Итакъ сычисленіе алгебраической формулы съ требуемой точностью распадается на следующія операціи:

1) Упрощеніе формулы.

2) Опредѣленіе порядка ариеметическихъ дѣйстеий.

3) Определеніе цифры найвысшаго разряда для каждаго изь результатовъ ариеметическихъ дѣйстеий.

4) Анализъ вычисленія.

5) Вычисленіе.

Каждая изъ этихъ пяти операцій должна быть произведена непремѣнно въ указанномъ порядкѣ, такъ какъ каждая изъ нихъ зависитъ отъ предыдущихъ операцій и не зависитъ отъ послѣдующихъ.

Не всегда должны быть совершены все эти пять операцій при вычисленіи формулы. Первая операція можетъ не сущест¬
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вовать, если формула, которую надо вычислить, уже достаточно проста. Вторая операція можетъ не существовать, если, напр., производится одно только действіе, и наконецъ, третья операція можетъ быть опущена, если, напр., производится только сложеніе и вычитаніе. При вычисленіи сложныхъ формулъ полезно располагать результаты послѣднихъ четырехъ операцій въ видѣ синоптической таблицы, какъ это сдѣлано въ данныхъ выше примѣрахъ.

Въ переомь столбц синоптической таблицы пишутся цифры I, II, III, IV, V, и т. д. по порядку. Во сторомъ столбцп пишутся формулы каждаго изъ ариометическихъ действій въ такомъ порядкѣ, чтобы каждое дѣйствіе могдо быть выполнено, если выполнены уже предыдущія действія. Въ третьемъ столбцп записываются значенія цифръ найвысшаго разряда для каждаго изъ результатовъ ариометическихъ действій. Въ четвертый столбецъ вносится степень точности, съ какой должно быть совершено каждое ариеметическое действіе. Наконецъ, съ плтый столбецъ вносятся результаты каждаго изъ ариеметическихъ действій. Синоптическая таблица значительно облегчаетъ, какъ анализъ, такъ и вычисленіе. Она также полезна для проверки анализа и вычисленія. Кроме того эта таблица вноситъ порядокъ и систематичность во всю работу.

Иримъчаніе. Почти во всѣхъ новѣйшихъ трактатахъ логикп анализомъ называется разложеніе целаго на части, синтезомъ — составленіе целаго изъ части. То, что мы назвали выше определеніемъ порядка вычисленія иесть анализъ въ этомъ слыслѣ.

Въ самомъ дѣлѣ, опредѣляя порядокъ ариометическихъ дѣйствій, мы въ то же самое время, очевидно, разлагаемъ все вычисленіе формулы на части, т. е. на ариеметическі действія.

Очевидно, анализъ въ этомъ смыслѣ не имѣетъ ничего общаго съ анализомъ Платона. Объ анализѣ и синтезѣ Платона обстоятельно изхожено въ сочиненіи Дюгамеля "Методы умозрительныхь наукь,“ пер. Хлѣюбникова.

m
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Вычисленіе алгебраической формулы съ найбольшей точноСтью.

67. Требуется выразить частное отъ деленія 53847 на 46 десятичной дробью съ напбольшей точностью, если дѣлимое 53847 есть приближенное число съ точ. до+1. Означимъ искомое частное буквой х; тогда Если мы найдемъ точное частное 53847:46, то получимъ прпближенное значеніе х съ точн. до + 46. Эта погрѣшность зависитъ исключительно отъ неточности одного изъ данныхъ чпселъ, входящихъ въ вычисленіе. Придѣленіи 53847 на 46 мы сдѣлаемъ еще новую погрѣшность, такъ какъ данныя числа взаимно простыя и дѣлитель содержитъ множителя, отличнаго отъ 2 и 5. Эта погрѣшность будетъ зависить исключительно отъ неточности вычисленія; она можетъ быть какъ угодно мала, но не можетъ быть совсѣмъ устранена. Поэтому полная погрѣшность въ искомомъ числѣ будетъ состоять изъ двухъ частей: изъ погрѣшности, зависящей отъ неточности данныхъ, и изъ погрѣшности, зависящей отъ неточности вычисленія. Первую изъ этихъ погрѣшностей будемъ называть неизбъжной погрешностью, а вторую — погрѣшностью вычисленія.

Упростимъ предѣлъ неизбежной погрѣшности. 46= 0,021.;

поэТому.

+0,0220 Опредѣлимъ частное 53847:46 съ точн. д0+0,001 53847:46=1170,586+0,001β. Сд.

=1170,586+-0,001+0,0220 =1170,586+00237, x=1170,58+0,030 Приводя это число къ каноническому виду, напр., къ третьему, получаемъ =1170,6-+-0,05.

Погрѣшность въ этомъ числѣ—+0,05е состоитъ изъ трехъ частей: неизбежной погрѣшности, погрѣшности вычисленія и погрешности укорачиванья.
93

68. Положимъ, требуется вычислить f(х) съ найбольшей точи., если х=аер, гдѣ р пределъ погрѣшности въ числѣ а, не правильная положительная дробь. Очевидно, что наименьшее значеніе f(х) въ предѣлахъ отъ х=а до х=а+р будетъ приближеннымъ значеніемъ fх) съ недостаткомъ, а найбольшее — съ избыткомъ. Разность же между найб̆ольшимъ и найменьшимъ значеніями f(х) внутри разсматриваемыхъ пределовъ х будетъ предѣломъ неизбѣжной погрѣшности.

Разсмотримъ различные случаи, которые могутъ встрѣтиться при опредѣленіи неизбежной погрѣшности.

а) Положимъ, что f(х) отъ х=а до х= +р измѣяется непрерывно, не имеетъ ни тахітит’а, ни тіпітит’а и все время возрастаетъ; въ такомъ случаѣ f(а) будетъ приближеннымъ значеніемъ f(+ер) съ недост., а разность f(а+р).—f(а) предѣломъ неизбѣжной погрѣшности.

b) Ноложимъ f(х) отъ х=а до х= а +-р непрерывно убываетъ и тоже не имтетъ ни тахітит’а ни тіпітит’а внутри предѣловъ х; тогда f(а) будетъ приближеннымъ значеніемъ (а–ер) съ избыткомъ, а пределомъ неизбѣжной погрѣшности въ этомъ числѣ будетъ разность f(а+р) —(а).

с) Положимъ, что f(х) непрерывно изменяется отъ =а до хр и имѣемъ одинъ разъ тіпітит внутри этихъ пределовъ при х=; въ такомъ случае f() будетъ приближеннымъ значеніемъ f(а+ер) съ недостаткомъ, а предѣломъ нензбѣжной погрѣшности будетъ большая изъ двухъ разностей:

f(a)-f(b)  f(a+-ρ) -f(b).

с) Если f(х) въ тѣхъ же предѣлахъ измѣняется непрерывно и имветъ одинъ тахітит при х=с, то f(с) будетъ приближеннымъ значеніемъ f(а+ер) съ избыткомъ, а предѣломъ неизбжной погрѣшности будетъ большая изъ разностей (с) — (а) f() -f(+).

d) Если f(х) имветъ въ тѣхъ же предѣлахъ одинъ тіпітит и одинъ тахітит, или же несколько тіпітит’овъ и тахітит’овъ, то наименьшее изъ всехъ значеній (х) внутри дан· ныхъ предѣловъ х будетъ приближеннымъ значеніемъ f(а+ер) съ недостаткомъ, и найбольшее — съ избыткомъ. Разность между найбольшимъ и найменьшимъ значеніями f(х) будетъ предѣломъ неизбѣжной погрѣшности.
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е) Если f(х) въ предѣлахъ отъ х=а до х= а + р имеетъ разрывъ сплошности при х= d, то f() иметъ два значенiя:

iт (+) и lіт (–) при μ=. Въ этомъ случа наменьшее зъ четырехъ чиселъ f(), (+μ), (—) и f(+р) будетъ приближеннымъ значеніемъ (а+ер) съ недостаткомъ, а найбольшее — съ избыткомъ. Разность между найбольшимъ и найменьшимъ изъ этихъ четырехъ значеній будетъ предѣломъ неизбѣжной погрѣшности.

Все сказанное здѣсь относится къ однозначной функціи.

Если (х) въ пределахъ отъ х=а до х=а+р имеетъ несколько значеній, то и приближенныхъ значеній f(х) будетъ несколько.

При вычисленіи каждаго изъ этихъ прпближенныхъ значеній (а+з) надо руководствоваться указаніями данными для однозначной функціи.

69. Примеръ. Вычислить (х) =х3 — 75х+7530, полагая х=11+е.

(х) въ предѣлахъ отъ х= 11 до х= 12 непрерывно возрастаетъ и не имђетъ ни тіnітит’а, ни тахітит’а; поэтому f(11) бу-детъ приближеннымъ значеніемъ f(11+е) съ недостаткомъ, а f(12) —(11) будетъ предѣломъ нензбжной погрѣшности. Какъ f(11), такъ и f(12) можетъ быть вычислено точно. Находимъ:

f(11) =8036, f(12) = 8358, f(12) —f(11) =322 этму (11+)=036+2 Придт чл ко втрому каноническому виду, получаемъ (11+) = 8000+1000σ.

Здесь предѣлъ неизбѣжной погрѣшности 322, погрѣщность вычисленія О; погрѣшность укорачиванія 36.

70. Не всегда можно опредѣлить такъ просто пределъ нензбѣжной погрѣшности. Въ разсмотрѣнномъ примѣрѣ мы могли безъ сложныхъ вычисленій опредѣлить нисшій и высшій пределы, (11) и (12), искомаго приближеннаго числа, а вместѣ съ тѣмъ и предѣлъ неизбѣжной погрѣшности. Но въ тѣхъ случаяхъ, когда нельзя вычислить точнаго значенія функціи, представляется вопросъ, съ какой точностью надо произвести вычисленіе функціи. Этотъ вопросъ можетъ быть рѣшенъ только тогда, когда будетъ опредѣленъ предѣлъ неизбѣжной погрѣшности, безъ вычисленія фуикціи. Этотъ предѣлъ можетъ быть определенъ посредствомъ Тайлоровой строчки; при этомъ можно ограничиться большею частью первыми двумя членами этой строчви, а именно формулой:

f(a+-ρ)-f(a) =pf’(a+-θρ), rxѣ 0(0(1
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- 92 – Разсмотримъ это вычисленіе на нижеследующемъ приме.

ре. Требуется вычислить (x) = 6 +, поля  = 13,7 +0,1:

f(х) отъ х= 13,7 до х= 13,8 непрерывно растетъ; поэтому нисшимъ предьломъ (13,7+0,1) будетъ f(13,7). Пределомъ нензбжной погрѣшности будетъ разность f(13,8) —f(13,7). Найдемъ эту разность по формулѣ:

f(13,8) — f(13,7) =0, 1f’(13, 7+-0,10) f’(x) =6 — пму f(13, 8) – f(13,7) = 0, 1 6 – (13,740,10)2 (13,7+0,10) Вторую часть этого выраженія надо вычислить приближенно. Достаточно вычислить одну цифру найвысшаго разряда съ избыткомъ, или иначе говоря, достаточно вычислить такъ, чтобы предѣлъ относительной погрѣшности былъ —1/10· Для надо взять то изъ его предѣльныхъ значеній О и 1, при которыхъ (13,7+0,10) принимаемъ найбольшее значеніе. Здесь надо принять =1. Тогда f (13,8) — f(13,7) =0,6 – (13,8 —0,6 —0,02 —0,6 Итакъ пределъ неизбѣжной погрѣшности въ f(13,7) равенъ +0,6, а потому ƒ(13,7+0,1) –ƒ(13,7)+0,67.

Теперь можно уже рѣшить, съ какой точностью надо вычислить f(13,7). Такъ какъ пределъ нензбѣжной погрѣшности выражается десятыми долями, то безполезно вычислять f(13,7) точнѣе, чѣмъ д0-+-0,1.

При вычисленіи f(13,7) мы можемъ руководствоваться изложенными въ предыдущихъ главахъ пріемами сокращенныхъ вычисленій; въ данномъ случаѣ вычисленіе такъ не сложно, что къ сокращеннымъ пріемамъ вычисленія нѣтъ надобности прибѣгать. Вычисливъ, находимъ:

f(13,7) = 84,9-+-0,13 ƒ(13,7+0,11) — 84,9+-0,1β+0,67 = 84,9+0,75 f(13,7+0,) =85-+ Здесь предѣлъ непзбѣжной погрѣшности –0,6, предѣлъ погрешности вычислнія + 0,1, пределъ всей погрешности +0,7.

По приведеніи къ первому каноническому виду этотъ пределъ намѣнился въ-+1.
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71. Вычислимъ тецерь f(x) =x ³ –15x +40, 2,2+0,1 Прежде всего опредѣлимъ, нѣтъ ли тахітит’а или тінітит’а въ предѣлахъ отъ х= 2,2 до х= 2,3.

f’(x) = 3x ²-15 f"(x) =6x Ирих=–1V5 ’(x) =0. Но 5 заключается внутриданныхъ пределовъ х, потому что 5 = 2,2360+0,00017. Слѣд. внутри данныхъ предѣловъ х-а f(х) имѣетъ тіпітит при х=5; поэтому f(V5) будетъ приближеннымъ значеніемъ f(2,2+01ẞ) съ недостаткомъ, и предѣломъ неизбѣжной погрѣшности будетъ большая изъ двухъ разностей: (2,2) — (V5) или (2,3)— (V5).

Каждую изъ этихъ разностей можно вычислить или непосредственно, или посредствомъ Тайлоровой строчки.

Непосредственное вычисленіе даетъ:

f(2,2) =17,648 f(2,3) = 17,667 f(V5) =17,639+0,001 f(2,2) — f(V5) = 0,009 f(2,3) — f(V5) = 0,028 Итакъ f(2,2+0,13) = f(5) +0,028λ ли ƒ(2,2+0,1β) =17,639-+-0,02 ƒ(2,2+0,1β) =17,63+-0,04ρ f(2,2 +0, 13) =17, 6-+0,1σ.

Разсмотримъ опредѣленіе предѣла непзбежной погрешности посредствомъ Тайлоровой строчки.

Hзовемъ 2,3 –V5 =р, V5 – 2,2=; тогда f (2,3) —f(V5) =pf(V5) + f(2,2) –f(V5) =qf(V 5) + f'(V5+0) f’’(V 5 –) Такъ какъ f’(V5) =0, а f’(x) =6х, то f(2,3) – f (V 5) = 3 p 2(V 5 +θp) f(2, 2) –f(V 5) = 3q2 (V 5 –Cq) Найбольшее значеніе первой разности будетъ при =1, а второ̆ пр =. оэтому f(2,3) – f(V 5) = 3p 22, 3 = 3.2,3(2,3 –V 5) "— 0,03 f(2,2) –f(V5) = 3q 2V 5 =3.V 5 (V 5 — 2,2)
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- 94 – Первая изъ этихъ разностей болѣе второй; поэтому она и будетъ предѣломъ непзбѣжной погрѣшности; численное значеніе ея съ избыткомъ 0,03.— Слѣд.

ƒ(2,2-+-0, 1β) =f (V 5) +-0,037 =17,63+-0,04 =17,6+-0,16.

72. Вычисленіе функціи двухъ, или нѣсколькихъ приближенныхъ чиселъ, подобно функціи одной приближенной величины, требуетъ изслѣдованія ея измѣненія внутри данныхъ предѣловъ независимыхъ переменныхъ. Это изследованіе покрайней мѣрѣ столь же сложно, какъ и изслѣдованіе тахітиш’а и тіпітит’а функціи несколькихъ переменныхъ; поэтому не станемъ здѣсь производить этого изслѣдованія въ общемъ видѣ, а ограничимся разсмотрѣніемъ одного частнаго случая для выясненія пріемовъ этого изследованія.

Положимъ, требуется вычислить 2=f (x,y) = –, гдB =37,142+0,001, –2,13+0,01β.

з увеличивается съ увеличеніемъ х и съ уменьшеніемъ у; поэтому наменьше значеніе  соотвѣтствуетъ нажменьшему значенію х и найбольшему значенію у, и найбольшее значеніе соотвѣтствуетъ найбольшему значенію х и найменьшему значенію у. След.  заключается между (37, 142) 2,14 (37, 143)2 2,13 Меньшее изъ этихъ двухъ чиселъ будетъ приближеннымъ значеніемъ з съ недостаткомъ, а разность между ними предѣломъ нензбѣжной погрѣшности. Если бы мы могли определить разность между этими пределами z, не вычисляя ихъ, тогда достаточно было бы вычислить только нисшій предѣлъ .

Эта разность предѣловъ з можетъ быть определена по Тайлоровой строчкѣ.

Поомъ, х=+р, dz 2x dx Torga -œ(x, ), dz =+β 4(,) f (a-+p, b) -f (a,b+-9) =p(a+μp, b+-٧9)+ (a +μp,b+-v) Означимъ первую часть равенства черезъ г, и внесенъ виесто фи ф ихъ значенія.

= + (a+(b+) a+ b+ b +v.
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– 95 – г надо вычислить приближенно съ избыткомъ; поэтому вмѣсто и v надо подставить такія изъ возможныхъ для нихъ значенія, при которыхъ г будетъ имѣть найбольшее значеніе. Надо приять – =; тогда 37,143 2,13 0,002+0,0 ли r– 17,5(0,002-+0,175) —17,5.0,177— 3,1 Итакъ предѣломъ неизбљжной погрѣшности въ ъ будетъ 3,1.

Вычисляемъ нисшій пределъ  съ точностью до—10,1. Числителя надо вычислить съ точи. до10,01.

37,1420 111 4260 25 9994 137,9526 137,96 2,140 128 40 64,4 Итакъ нисшій предѣлъ  равенъ 64,3+0,26; слѣд.

2–64,3+0,2σ+,1–64+,,  —64+4ω Здѣсь 3,1 предѣлъ неизбѣжной погрѣшности, 0,2 предѣлъ погрѣшности вычисленія, О,3 погрѣшность укорачиванья и 0,4 погрѣшность, произшедшая отъ упрощенія предела погрѣшности.

Примъчаяіе. Число, вычисленное съ найбольшей точностью, не всегда слѣдуетъ приводить къ каноническому виду, потому что это приведеніе часто очень значительно увеличиваетъ предѣлъ погрѣшности.

м
99

Вычисленіе посредствомъ логариемовъ.

73. Въ этомъ сочиненіи слѣдовало бы подробно разсмотрѣть примененіе логариомовъ къ вычисленію алгебраическихъ формулъ, такъ какъ вычисленіе посредствомъ логариемовъ есть тоже приближенное вычисленіе. Кромѣ того вычисленіе посредствомъ логариемовъ представляетъ найболѣе полное осуществленіе принципа найменьшаго дѣйствія, коимъ требуется достиженіе искомаго результата простѣйшимъ способомъ, а осуществленіе этого принципа и составляемъ существенную часть ученія о приближеніяхъ. Но не желая расширять объемъ этого сочиненія такими главами, которыя уже достаточно хорошо разработаны и очень хорошо изложены въ учебникахъ, мы ограничимся здѣсь только опредѣленіемъ предѣловъ погрѣшности въ результатахъ логариемическихъ вычисленій.

Какъ извѣстно, въ логариомическихъ таблицахъ логариомы чиселъ и гоніометрическихъ функцій даны съ точи. до полуединицы найнисшаго разряда съ нед. или изб. Разсмотримъ, съ какой точностью можно вычислить логариемъ числа, не даннаго въ таблицахъ, а вычисляемаго посредствомъ ближайшихъ къ нему табличныхъ логариомовъ. Мы будемъ предполагать, что разности между табличными логариомами измвняются такъ медленно, что при интерполированіи нѣтъ надобности принимать въ расчетъ вторыхъ разностей.

Положимъ, требуется вычислить логариомъ числа 1462,3 посредствомъ логариемовъ чиселъ 1462 и 1463.

log 1462 =3,16495 log 1463 =3,16524 Разность между этими логариомами равна 29 единицами найнисш. разряда. Придаемъ къ Іод 1462 произведеніе 0,3.29=8,7;

тогда получимъ од 1462,3=3,165037. Укорачивая этотъ логариемъ на одинъ десятичный знакъ по правилу для приведенія къ третьему каноническому виду, получаемъ од 1462,3= 3,16504.

Докажемъ, что погрѣшность въ неукороченномъ логариемѣ
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3,165037 менље полуединицы пятаго десятичнаго знака, а въ укороченномъ менље целой единицы того же десятичнаго знака, т. е.

log 1462,3= 3,165037—+-0,5v log 1462,3=3,16504 -+ дν{0,00001 η{0,00001. (*) Намъ извѣстенъ предѣлъ поправки каждаго логариома,.

даннаго въ таблицахъ, но неизвѣстенъ знакъ поправки; поэтому для доказательства вѣрности доказываемаго нами предложенія надо разсмотрѣть всевозможные случаи. Такихъ случаевъ можетъ быть четыре: а) обѣ поправки положительны, ) обѣ поправки отрицательны, с) поправка меньшаго логарпема положительна, а большаго отрицательна, d) поправка меньшаго логариома отрицательна, а большаго положительна.

2) log 1462 =3,16495+0,5λ log 1463 =,16524+0,5μ разность = 29+0,5 – 0,5 0,3 разности = 8,7+0,15μ –0,15λ lοg 1462,3=3,165037+0,35λ+0,15 log 1462,3=3,165037+0,50 Укорачивая этотъ логарпемъ на одну цифру, подучаемъ log 1462,3=3,16504-1-0,5* log 1462 =3,16495—0,5λ log 1463 = 3,16524—0,57 разность = 29 —0,5+0,5 0,3 раноти –= 8,7 –0,15+0,15λ log 1462,3= 3,165037 – 157–0,35λ, log 1462,3= 3,165037—0,50, log 1462,3 =3,16504 –x log 1462 =3,16495+0,5λ log 1463 =3,16524—0,5η разность = 29 —0,5 —0,51 или 0, 3 разности = 8,7—0,15η –0,15λ ο 1462,3=3,165037—0,15η+0,35λ, log 1462,3=3,165037-1-0,5p, log 1462,3=3,16504 -+ или (*) При логариомическихъ вычисленіяхъ греческія буквы пусть озн:

чаютъ числа, меньшія единицы найнисшаго разряда логарнема.
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– 98 – log 1462 =3,16495 —0,5 log 1463 =,16524+0,5 разность = 29+0,5+0,5 0,3 рат = 8,7+0,15+0.15) о 1462,3=3,165037+0,15—0,35λ, Іog 1462,3=3,165037-+-0,50, log 1462,3=3,16504 -+ 74. Ири вычпсленіп посредствомъ логариѳмовъ мы сперва опредѣляемъ логариомъ искомой величины п потомъ по найденному логариому определяемъ число. Иредѣлъ погрѣшности въ вычисленномъ логариомѣ можетъ быть равенъ лѣсколькимъ единицамъ найннсшаго разряда. Ириближенному логарпему будетъ соотвѣтствовать приближенное число. Разсмотримъ, какъ опредѣляется погрѣшность въ числѣ посредствомъ погрѣшностп въ логариемѣ.

а) Требуется опредѣлить приближенное значеніе х, если log x —2,446485-+-51.

Въ логариомическихъ таблицахъ находимъ log 279,566 —2,446485-+.

Возьмемъ разность log x—log 279,566=+6s.

Въ логарпомическихъ таблицахъ находимъ, что прп измѣненіи аргумента на 1, означаюшую здѣсь 0,01, логариемъ измѣнлется на 16 единицъ найнисшаго разряда, а потому пределу погрѣшности въ логариемѣ 6 соотвѣтствуетъ предѣлъ погрѣшности въ числѣ 0,01. 616 =0,004.

Поэтому  279,566—10,004у, или x=279,57-1-0,01ν b) Требуется опредѣлить приближенное значеніе угла А, ec logsin A=9,738415-+6 Изъ логариемическихъ таблицъ беремъ logsin 33°1154"=9,738415-+ Pазность между lоgsin A и lодsin 33°11’54" менве 7 единицъ найнисшаго разряда логарнема. Разность между lодзіп 33°11’50” и оді 33°12’ равна 32 едпницамъ наінисшаго разряда, поэтому пределъ погрѣшности въ числѣ 33°11’54” будт 10".–2",2 Итакъ =3311'54" +-3"с.
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–99 75. Приводимъ здѣсь примѣры на вычисленіе посредствомъ логариемовъ, съ целью показать, какъ опредѣляется погрѣшность въ результатв вычисленія, зависящая отъ неточностп логариомовъ. Замѣтимъ, что, вычисляя алгебранческую формулу посредствомъ логариемовъ, мы не можемъ предъявдять требованія вычпслнть искомую величину съ заранђе заданной точностью, а можемъ предъявить требованіе вычислить ее съ найболышею точностью, допускаемой неточностью тѣхъ или другихъ логариомическихъ таблицъ.

Вычислить съ наӥбольшей точностью.

U=3 π ³,  = 537,41863 logr=2,730313-+ 3logr=8,190939-+-3κ π=0,497150-+-0,5 log 4 =0,602060 - 1-0,50 9,290149-+4 log 3 =0,477 121-+0,55 log U=8,813028-+-4,5+ U= 650171000—+ 7000, Вычислить съ найбольшей точностью катетъ с и углы В и С прямоугольнаго треугольника, въ которомъ даны гиппотенуза а и катетъ .

a=43,7842 b=27,4038 c=V(a+b)(a -b) sin B= log(a –b) =1 214335-+» log(a +b) =1,852407-+-0,5v 3,066742-+-1,53 logc= 1,533371-+-0,87 c== 34, 1484-1-0,00026 logb = 1,437811-+ε loga= 1,641317-+0,56 logsin A= 9,796494-+1,5v A= 38°44'50"+-2"ω B= 41015'101-2"ω a a=43,7842 b= 27.4038 a – b = 16,3804 +=71,1880
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