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Это машинная транслитерация распознанного текста: она облегчает чтение, но цитировать следует канонический слой «как напечатано».
Собрано Bookolot — deep dive into books.
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ЗАМЕЧЕННыЯ ОпЕЧАТКИ.

Стран. Строка.

11 низу 5 сверху 8 снизу 2 сверху 6 снизу 10 сверху 10 сниз 8 сверху Напечатано:

требовний многочисел пятидесяти, но не более пятисот пятисот, но не более пяти тысяч в пятом — менее 4.0,001 +0,0040 +0,0053 (23) (23) synopis 1238861 /3 (a -b)+2ab 0,0002 Читаŭ:

требований не читай многочлен пяти, но не более пятадесяти пятидесяти, но не более пятисот в пятом — менее 1.0,001 +0,0039 +0,0052 (13) (13) synopsis 1238661 и исправь дальше вычисление III.

/ (a -b) 2+ ab +0,0002
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предисловие.

Вычисление неизвестной величины по известным данным удобнее всего производится в том случае, когда связь между искомой и данными выражена алгебраической формулой. Так как всякая алгебраическая более или менее сложная формула может быть подвергнута многочисленным преобразованиям, то мы можем выбрать из многих видов одной и той же формулы тот ея вид, который требует наименље вычислений.

Кроме того, если искомая величина не может быть вычпслена совершенно точно, или же, если можно довольствоваться приближенным численным значением ея, мы можем наӥти самый удобный и самый короткий путь для вычисления ея, если она выражена алгебраической формулой.

Известныя величины, от которых зависит искомая, могут быть выражены, или точными числами, или приближенными . В первом случае мы можем вычислить искомую величину , или совершенно точно, или с какой угодно точностью.

Во втором случае мы можем найти только приближенное численное значение искомой величины и степень точности приближенного числа будет огранпчена. Иоэтому при вычислении алгебрапческой формулы может быть предъявлено одно на двух требовний:

а) Вычислить нензвестную с заранље заданной точностью в) Вычислить неизвестную с найбольшеи точностью, допускаемой неточностью данных.

Большая или меньшая сложность вычислений зависит от степени точности, с какой должна быть вычислена искомая величина: чем точнђе требуется вычпслпть нензвестную, тем сложнђе будет вычисление. Если же степень точности искомой величпны уже задана, то и тогда, вычисляя формуду так илпиначе, можно достигнуть вскомого результата посредством
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более или менве сложного вычисления. Очевидно, м должны из многих способов, ведущих к цели, избрач простеиший. Поэтому вместе с требованием вычислить неизкестную величину с заранђе заданной точностью предъя ллется требование из многих способов вычисления избрать простейший. Это последнее требование предъявляется и в том случае, когда данныя, от которых зависит искомая, приближенныя числа, но к нему присоединяется еще требование вычислить искомую величину как можно точнве и определить погрешность в ней.

Итак при приближенном вычислении алгебраической формулы нужно различать два случая:

а) Если данныя, от которых зависит искомая величина , выражены точными числами, то предъявляется требование вычислить искомую величину с требуеной точностью кратчайшим способом.

) Если данныя, от которых зависит искомая величина , выражены приближенными числами, тогда предъявляется требование вычислить искомую величину с найбольшей точностью m
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ПPИБJИKEHHOE ИCЧACJEHIE.

m Введение.

1. Положим, что точное значение некоторой величины х есть 1530, а мы ради простоты или по какой либо другой причине примем, что х = 1500, то получим приближенное значениех . Разность между приближенным значением х и его точным значением, т. е. 30, называется абсолютной погрешностью ; отношение абсолютной погрешности в х к его точному значению, т. е.

— 5, называется относительной поиръшностью . Приближенное число может быть менее точного значения выраженной им величины, может быть и более. В первом случае мы будем называть его приближенным числом с недостатком, во втором — с избыткомь. 1500 есть приближенное значение х с недостатком и с погрешностью в 30 ф., а 1600 есть прпближенное значение х с избытком и с погрешностью в 70 ф.

Приближенное число с недостатком можно исправить, прибавдяя к нему абсолютную погрешность.

–1500–+30 Приближенное число с избытком можно тоже исправить, отнимая от него аб̆солютную погрешность.

x=1600 –70 По этой причине абсолютную погрешность называют еще попраекой приближенного числа. Поправка приближенного числа с недостатком есть положительная величина, а приближенного числа с избытком — отрицательная. Поэтому говорят
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: абсолютная погрешность в числе 1500, или поправка числа 1500 есть + 30; абсолютная погрешность в числе 1600, или поправка числа 1600 есть — 70. Кроме того, будем говорить: относительная погрешность вь числе 1500 есть а относительная погрешность в числе 1600 есть 2. При измерении длины, при взвешиванип, при определении температуры и вообще при всяком измерении посредством какого бы то ни было измерительного прибора мы находим только приближенное значение измеряемой величины и при этом погрешность в найденном таким образом числе остается непзвестной нам. Точно также при вычпслении пррациональной величины, напр. V 3, т и пр., мы можем найти только приблпженное ея значение п при этом погрешность в вычисленном числе остается тоже неизвестной. Но почти всегда можно найти, как для вычисляемой, так и для измеряемой величины, такия два мало разнящияся между собою числа , из коих одно болље, а другое менее разсматриваемой величины. Меньшее из таких двух чисел называется нисшим известным нам пределом разсматриваемой величины, а большее — высшим пределом. Взвешиваем напр. тело и находим , что вес его более 184 зол., и менее 188 зол. В таком случае 184 зол. будет нисшим известным нам предвлом веса тела, а 183 зол. – высшим пределом. Разность между пределами неизвестного нам веса тела 4 з0л. Истинный вес теела разнится, как от нисшого, так и от высшого его предела менее, чем на 4 з01. Можно прпнять за вес тела 184 зох. и тогда 184 зол. будет приближенным числом с недостатком и с точностью до 4 зол. Можно за вес тела принять 188 зол. и тогда 188 зол. будет приближенным числом с избытком и с точностью тоже до 4 з0л.

Наконец, за вес тела можно принять среднее ариометическое между высшим и нисшим его пределами, т. е. 186 зол., и тогда 186 зол. будет приближенным числом с недостатком или избытком и с точностью до 2 зох.
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Чтобы исправить приближенное число с недостатком, т. е.

184 з0л., надо к нему прибавить некоторое число, меньшее 4 зол.

Поэтому можно сказать:

p=184+, где ристинный вес тела, а  правильная положительная дробь *).

Чтобы исправить приближенное число с избытком 188 зол., надо из него вычесть некоторое число, меньшее 4 з0л.

поэтму p=188 –4v Чтобы исправить приближенное число с недостатком или избытком, т. е. 186 зол., надо или увеличить, или уменьшить его на число, меньшее 2; поэтому =186-1-27.

Будем называть+4 зол. пределом погрешности приближенного числа с недостатком, т. е. 184 з0л.,— 4 з0л. пределом погрешности приближенного числа с избытком, т. е.

188 зол., и наконец—12 зол. положительным и отрицательным пределами погрешности приближенного числа с недостатком , или избытком, т. е. 186 зол.

Пределом погрешности определяется степень точности приближенного числа. Чем менље абсолютное значение предела погрешности приближенного числа, тем оно точне.

Полезно обратить внимание на тождественность следующих выражений:

а) х заключастся между 543 и 549.

в) 543 и 549 суть нисший и высший пределы числа х.

с) 543 есть приближенное значение х с недостатком и с точи. до 6.

d) 549 есть приближенное значение х с избытком и с точн. до 6.

е) 546 есть приближенное значение х с избытком или недостатком и с точн. до 3.

) 543 есть приближенное значение х с точн. до+6.

д) 549 есть приближенное значение х с точн. до—6.

h) 546 есть приближенное значение х с точн. до-13.

*) Условимся здесь обозначать греческими буквами правильныя положительныя дроби.
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i) x=4u.

) x=549 -6v.

k) x=546-1-3y.

1) Предел абсолютной погрешности приближенного числа 543 есть6.

т) Предел абсолютной погрешности приближенного числа 549 есть—6.

п) Положительный и отрицательный пределы абсолютной погрешности приближенного числа 546 суть-13.

Все эти 14 выражений тождественны между собою, а потому каждое из них преобразуется в каждое из остальных, 3. Если и= 546+3р, то не сделаем ошибки, если скажем , что =546+–5β, потому, что если погрешность в числе 546 менље 3, то а̀ oгиoi она мен 5.

И так если дано приближеннос число и предел погрешности в нем, то мы не сделаем ошибки, если увеличим предел погрешности. На этом основано упрощение преде.

огршности. оложим: 527±1,783.

Вместо этого можно сказать:

=527+ Из этого следует, что упрощая предел погрешности мы в то же время увелнчиваем его, а вследствие этого расширяем пределы, внутри которых находится точное значение разсматриваемой величины.

Если предъявлено требование вычислить некоторую величину ꙁ с точн. д0+0,3, а мы вычислим ее точнее, напр.

с точностью до +0,1, то требование будет выполнено, по тому что если напр. окажется, что = 87, 4+0, 1д, то à fortiori  = 87,4+0,3v.

4. По принципу целесообразности надо, чтобы с однои стороны приближенное число, а с другой предел погрешно сти выражался как можно проще.

Если число выражено по десятичной системе счисления то самым простым выражением для предела погрешность будет единица какого либо разряда десятичной системы, т. е наиболее целесообразно выражать приближенно данную вели.

чнну с точносты, напр., до 100, 10, 1, 0,1, 0,01, 0,001 и т. д.
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Предел погрешности составного именованного числа следует выражать одной единицей какого либо наименования, напр. 5 ф.

7 л. 2 з. с точн. до 1 з. Предел погрешности приближенного числа, выраженного обыкновенной, или смешанной дробью, следует выражать тоже дробью, у которой числитель единица, а знаменатель равен знаменателю приближенного числа, напр.

-с точн. до Теперь разсмотрим, какое выражение приближенного числа будет наиболее удобно в том случае, когда предел погрешности уже указан. Если х должно быть выражено с точностью до 0,01, то самым удобным выражением для него будет десятичнан дробь, у которой единицы найнисшого разряда будут выражать сотыя доли. Есливес тела должен быть выражен с точностью до 4 ф., то надо, чтобы и единицы наинисшого наименования были фунты. Если предел погрешности приближенного числа выражен обыкновенной дробью, то и приближенное число должно быть выражено дробью, у которой знаменатель равен знаменателю предела погрешности.

Поэтому, если, напр., х должно быть вычислено с точи. до 0,001, то надо, чтобы оно было, напр., так выражено: х= 53, 784.

Если z должно быть найдено с точи. до 1 фута, то оно должно быть выражено, напр., так: 2= 57 саж. 5 ф. Если у должно быть определено с точн. до, то наиболее удобным выражением для у будет дробь, напр, такая; у = Мы назвали такой способ выражать приближенное число нанболее удобным, потому что пределы, внутри которых заключается точное значение разсматриваемой величины, определяются найпростейшим образом. Кроме того, условившись раз на всегда выражать приближенныя числа, положим, с недостатком, а предел погрешности одной единицей найнисшого разряда приближенного числа, если оно выражено по десятпчной системе, или одной единицей найнисшого наименования , если приближенное число выражено составным именованным числом, или правильной дробью, у которой числитель 1, а знаменатель равен знаменателю приближенного числа,—
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мы можем совсем не говорить о пределе погрешности, так как он будет подразумъватьсл.

Возьмем несколько приближенных чисел:

a) 537, 48.

b) 123.

c) 570.

d) 2 пу 7 . 8 1.

Иодразумеваемые пределы погрешности будут соответственно :

a)+-0,01,b)+1, )+10, )+1, e) Если бы мы заранее условились выражать приближенныя числа с избытком, то подразумеваемые пределы погрешности для тех же чисел были бы соответственно:

a) -0,01, b)-1, c) -10, d) -1 F., e) Наконец, если бы мы условились выражать приближен ныи числа с избытком или недостатком, то подразумеваемые пределы погрешности были бы соответственно:

a) -1-0,01, b)-1-1, c)-1-10 d) -1-1., e) Примъчание. Приближенное число 3,7 с точи. до 0,01 следует писать так: 3,70, и на оборот, если будет написано приближенное число 8,470, то подразумеваемая погрешность будет менже 0,001. Если же написано приближенное число 5470, то подразумеваемый предел погрешности может быть или 10, или 1. Для устранения недоразумения надо в таком случае писать поправку приближенного числа. Это недоразумение само собою уничтожается, если 5470 есть одно из чисел таблицы, в которой все числа даны с одинаковой степенью точности. Если все числа этой таблицы имеют О на конце, то само собою разумђется, что предел погрешности всех чисел 10, а не 1.

5. Можно выразить приближенное число так. чтобы подразумеваемый предел погрешности был не единица, а полъединицы найнисшого разряда. Положим: х=57,32748. Отбрасывая последния четыре цифры, мы получим приближенное
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число 57,3 с точн, до+0,1, а увеличив последнюю пиру на ], получим приближенное число 57, 4 с точи. до —0,1.

Одно из этих приближенных чисел 57,3 ближе к точному значению х, чем другое 57,4; разность между х и 57, 3 менве.

0,05, а разность между х и 57,4 более 0,05. Поэтому 57,3 есть приближенное значение х с точн. до 0,05, или до полуединицы найнисшого разряда. Вообще если =31,47 +0,01, то 2=31,48 —0, 1е, и одно из этих двух приближенных значений  будет отличаться от  менее, чем на полъединицы найнисшого разряда. Поэтому вместо требования выразить некоторую величину ꙁ с точн. до+0,01, можно предъявить требование выразить эту величину числом с двумя десятичными знаками и с найбольшей точностью. В таком случаљ из двух приближенных значений ꙁ —одного с точн.

д0+0,01, а другого с точн, до —0,01 мы должны взять то, которое разнится от точного значения  менље, чем на половину одной сотой.

6. И так можно условиться выражать приближенныя числа одним из следующих трех способов:

а) с точностью до единицы найнисшого разряда с недостатком или избытком, напр.

= 52,84-1-0,01:.

) с точностью до единицы найнисшого разряда с недостатком , напр.

y =8,4152-1-0,0001n.

с) с точность до полуединицы найнисшого разряда с избытком или недостатком, напр.

2 =4,3-+-0,05ε.

Иримечание: Можно еще условиться выражать приближенныя числа с точностью до единицы найнисшого разряда с избытком. Но такой способ выражать приближенныя числа равнозначителен со вторым способом, потому что если напр.

х=53,7 —0, 1, то х= 53,6+0,1е и наборот.

Условимся называть приближенное число, выраженное по одному из трех вышеупомянутых способов приближенным числом канонического вида. Приближенным числом первого канонического еида будем называть число с точностью до единицы найнисшого разряда с недостатком или избытком, напр.

a =73,8-1-0,10,
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Приближенным числом сторого канонического вида будем называть число с точностью до единицы найнисшого разряда с недостатком, напр.

d=8,73+0,01η.

Приближенным числом третьяюо канонического вида будем называть число с точностью до полуедпннцы найнисшого разряда с недостатком или избытком, напр.

=315-1-0,51.

7. Сравним приблпженныя числа каждого из трех каноническпх видов друг с другом.

а) Иоложим х=3,46-1-0,01. В таком случа по § 2 точное значение х заключается между 3,45 и 3,47. Разность пределов х равна двум единпцам найнпсшого разряда приближенного числа, т. е. 0,02, а потому x–3,45+0,02ε, x= 3,47 —0,02η.

) Положим у=3,46+0,01. В таком случае у заключается между 3,46 и 3,47. Разность пределов у-ка равна одной единице найнисшого разряда прпближенного числа, т. е.

0,01. Среднее арпометическое между пределами у-ка т. е. 3,465 есть приближенное число с точн. до10,005 т. е.

y=3,465-1-0,005ε.

с) Предположим, наконец, что = 3,46-10,005и. В таком случаљ  заключается между 3,455 и 3,465. Разность пределов тоже равна одной единице найнисшого разряда приближенного числа, т. е. 0,01.

Сравнивая второй и третий канонические виды, мы находим , что разность пределов, внутри которых ааключается точное значение разсматриваемой величины, для обоих видов одна и та же, а пменно равна одной единице найнисшого разряда , а потому степень точности для обоих видов одна и та же. Для чпсла второго канонпческого вида найпроще выражаются пределы, внутри которых находится точное значение, а для числа третьего канонического вида наипроще выражается среднее ариеметпческое между пределами точного значения разсматриваемой велпчины.

Первый канонический вид приближенного числа с точни зрения принцппов целесообразности (начала найменьшого деииствия п найбольшого эфекта) стоит ниже второго и третьего канонических видов, так как разность пределов, внутри
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которых заключается точное значение, выражаемой этим числом величины, равна не одной, а двум единицам найнисшого разряда; след. число известно с меньшей точностью, не будучи в тоже время проще.

7. Каждый из этих трех способов выражать приближенныя числа имеет применение на практике. Окончательные результаты следует приводить ко второму, или к третьему каноническому виду, но принято приводить их к третьему каноническому виду. Так напр., лагариомы чисел и гониометрических функций, различныя постоянныя т, е и проч. выражаются обыкновенно с точностью до полуединицы найнисшого разряда с изб. или нед. Во многих (если це во всех) случаях можно предпочесть второй канонический вид третьему.

Иримъчание. Иногда под последней цифрой приближенного числа третьего канонического вида ставится особый значек (черточка) дляобозначения того, что приближенное число боле точного значения выражаемой им величины. Так напр. в логариомических таблицах Шлемильха Иод5654= 3,75236;

это значит что 3,75236 ест приближенное число с точностью до — 0,000005. В тех же таблицах од5658= 3,75266;

здесь подразумеваемая поправка положительна и менее 0,000005.

Такой значек дает возможность найти число с точностью до 14 единицы найнисшого разряда. В самом деле loд 5654 заключается между 3,752355 и 3,752360; среднее арпеметическое этих предельных чисел 3,7523575 есть приближенное значение loд 5654 с точн. д0-+0,0000025.

Приближенное число первого канонического вида для окончательных результатов не годится, если имеется в виду строго соблюсти основной принцип целесообразности (начало найменьшого действия и найбольшого эффекта), по которому в разсматриваемом случае следует данную величину (напр. Иод17) выразить найточнће данным числом цифр (напр. 7-ю цифрами). Но для вспомогательных чисел, т. е.

для чисел, над которыми надо произвести еще вычисление, этот канонический вид очень часто примљняется, так как во многих случаях можно довольствоваться приближенным числом с точи. до двух единиц найнисшого разряда с недостатком. Кроме того существуют особенныя причины,
15

12 – по которым мы не можем отказаться от этого вида приближенного числа, но об этом будет речь ниже.

8. Пусть х=542,8463. Если мы оторосим две последния цифры, т. е. тысячныя и десятичныя долп, то получим 542,84.

Это число будет приближенным значением х с точн. до +0,01, а 542,85 будет приближенным значением х с точн.

до —0,01, и также с точн. до-1-0,005. Эту операцию будем называть укорачиеаньем до сотых долей. Это чпсло можно укоротить до десятых долей, до единиц, десятков и т. д.

Поэтому можно написать х= 540+10р, или х= 550—10λ, или х= 540—1-5, или х= 543—10,5р, и т. д. Укорачивать можно, как точное число, так и приближенное.

Результаты сложения и умножения приближенных чисел будут выражаться приближенно с точи. до нескольких единиц найнисшого разряда суммы, или произведения. Укорачивая такое приближенное число на одну, две, три и т. д. цифр, мы можем привести его к одному из трех канонических видов.

виду.

9. Разсмотрим сперва приведение к первому каноническому Пусть х=41,37+0,06. Укорачивая это число на одну цифру, мы делаем погрешность0,07; поэтому х= 41,30,13р.

Упрощая предел погрешности, нолучаем: х= 41,30,2. Увеличивая последнюю цифру на 1, мы приводим его к первому каноническому виду:

–41,4-10,1n.

Вообще если приближенное число менже точного значения выражаемой им величины и если погрешность менее десяти единиц найнисшого разряда, то отбрасывая последнюю цифру, мы увеличиваем погрешность менее, чем на десять единнц найнисшого разряда, а потому получаем приближенное число с недостатком, коего погрешность менће двадцати едиипц найнисшого разряда укорачиваемого числа, или менђе двух единиц укороченного числа. Увеличивая на единицу последнюю цифру укороченного числа, мы приводим его к первому каноническому виду.

усть у=7,3483+0,0072.

Укорочивая это число на две цифры, получаем:

=,34|0,0155λ
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Упрощая предел погрешности, получаем:

–7,34|0,0.

А вместо этого можно написать:

–7,35-10,010.

Отсюда следует, что если приближенное число мене точного значения выражаемой им величины, и погрешность менве ста единиц найнисшого разряда, то отбрасывая последния две цифры (или заменяя их нулями), мы увеличиваем погрешность не более, чем на сто единиц найнисшого разряда, и потому получаем приближенное число с недостатком и с точностью до двухсот единиц найнисшого разряда неукороченного числа, или до двух единиц найнисшого разряда укороченного числа. Увеличив последнюю цифру укороченного числа на единицу, мы прпводим его к первому каноническому виду.

Итак для приведения приближенного числа с недостатком к первому каноническому виду надо укоротить его на одну цифру, если погрвшность менђе десяти единиц найннсшого разряда, — на две цифры, если погрешность менее ста единиц, — на три цифры, если погрешность менље тысячи единиц , и т. д., и за тем увеличить на 1 последнюю цифру укороченного числа.

Примеры на приведение к первому каноническому виду:

=53847+82–53900–+–100λ g=84,4-|-03β—85-1-7 r= 47,58—1-0,03ς —47,55—+-0,06σ=47,6—1-0,10 =1423,4-1-4,30=1419,1+8,61=1420-1-10 10. Призедение приближенного числа ко сторому каноническому виду.

Примеры:

x=43,873+0,004=43,87+0,01λ.

y—57,485+0,007β —57,4+0,17.

=13,42999+-0,00002 =13,4+-0,13.

=14,837+0,043 =14,8+0,1.

=87,734+0,087+=87+ Из этих примеров видно, что для приведения приближенного числа с недостатком ко второму каноническому виду нельзя дать столь простого правила, какое дано было выше для приведения его к первому каноническому виду, потому что
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- 14 если , напр., погрешность менве десяти единиц найнисшого разряда приближенного числа, то для прпведения его ко второму каноническому виду иногда достаточно бывает укоротить его только на одну цифру, но иногда надо бывает укоротить его на две, три, четыре и более цифр.

11) Ириведение к третьему каноническому виду.

Примеры:

x– 132,88-+-0,04β=132,9-1-0,057.

y=13,873+-0,004=13,9-+0,05.

2=15,44999+-0,00003σ =15,4500-+-0,000050.

Из этих примеров видно, что укорачивая на одну или две цифры, мы приводим приближенное число к третьему каноническому виду, если погрешность не более десяти единиц найнисшого разряда приближенного числа. Но бывают случаи, когда совсем нельзя привести приближенное число к третьему каноническому виду. Так, напр., если бы было предъавлено требование привести к третьему каноническому виду и вместе с тем укоротить до десятых долей приближенное число =15,44999+0,00003е, то этого нельзя было бы сделать, так как что  заключается между 15,44999 и 15,45002, а потому 15,4 отличается оть одного из пределов, а 15,5 от другого боле, чм на половину одной десятой. След. приведение к третьему каноническому виду не может быть подведено под одно правило без исключений.

12) Так как приведение ко второму и третьему каноническим видам нельзя облечь в одно определенное правило, недопускающее исключений, а приведение к первому каноническому виду подчинено определенному простому правилу, то при приближенном вычислении довольствуются получением в результате приближенного числа первого канонического вида.

Если же требуется выразить искомую величину приближенным числом второго, или третьего канонического вида, то все таки выражают ее сперва прпближенным числом первого канонического вида, а потом уже полученный результат посредством укорачивания приводят ко второму, или третьему каноническому виду. Только поступая таким образом, можно придать приближенным вычислениям желательную определенность
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Разсмотрим теперь приведение чисел первого канонического вида ко сторому и третьему видам.

Иримљры на приведение ко второму каноническому виду:

x =47,438–1-0,001μ= 47,43+0,01λ.

–—534,9–10,1=534+ =43,320+0,001=43,3+014.

1=0,837000 —+-0,000001$=0,83+-0,017.

Из этих примеров видно, что дла приведения приближенного числа первого канонического вида ко второму канонпческому виду надо укоротить его на одну цифру, за исключением того случая, когда на конце числа один, два или несколько нулей. В этом последнем случае надо отбросить все нули и одну значущую цифру.

13. Отсюда вытекает необходимость руководствоваться при приближенном вычислении нижеследующим правилом, если предъявлено требование выразить искомый результат приближенным числом второго канонического вида. Чтобы вычислить х, напр., с точностыю до+0,001, надо вычислить х предварительно с точностью до—+0,0001 и укоротить полученное число на одну цифру, если последняя справа цифра не О; если же окажется на конце 0, то надо произвести во второй раз вычисление с точн. до—10,00001 и укоротить полученное число на две пифры, если оне не окажутся нулями; если же последния две справа цифры будут нули, то надо произвести вычисление в третий раз с точн. до—10,000001 и т. д.

Доказательство этого правила. Если мы будем руководствоваться этим правилом, то вероятность того, что надо бу дет произвести во второй раз вычисление будет —0, но если случится, что надо произвести во второй раз вычисление, то вероятность того, что надо будет произвести в третий раз вычисление, будет, но если опять случится, что надо произвести в третий раз вычисление, то вероятность того, что надо будет произвести в четвертый раз вычисление, будет тоже  и т. д.
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Пусть а означает труд первого вычисления (т. е. с точн. до+0,0001), в означает труд второго вычисления, с— труд третьего вычислня, —труд четвертого вычисленя и т. д., и наконец, труд п-го вычисления означим буквой к.

Представим себе двух лиц X и Z. Х руководствуется выше упомянутым правил, т. е. совершаем сперва труд а; если же он окажется недостаточным, то совершает труд в, а если окажется недостаточным и этот труд, то совершаем труд с ит. д. Z же всегда сразу совершает труд к.

Определим условие, при котором математическое ожидание труда для X, будет меньше математического ожпдания труда для Z. Математическое ожидание труда для Х будет:

a+ +.

10.20 n-2 Математическое ожидание для лица Z будет к.

Если наше правило выгодно, то должно быть соблюдено условие:

a +..

20 n Относительно а b с d.к нам пзвестно, что каждое из последующпх количеств более предъидущого.

Если п= 2, то условие выгодности правила выразится неравенством + т. е. если а10 в, то выгоднее совершать сперва труд а, и только в случае его недостаточности труд b, чем всегда совершать труд .

Если п=3, то условие выгодности правила выразится неравенством :

aa Ии с или
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Eci =4, то d d d плп п И так правило будет выгодно, если a dH T. A.

Разсмотрев несколько примеров, можно эмпирпчески уоедпться, что трудность каждого из последующих вычислениии возрастает гораздо быстрее, чем необходимо дли выгодностп вышеупомянутого правила.

14. Ириведение чисел переого капонического вида к третьему каноническому виду.

Примеры:

x = 43,847-+-0,001λ= 43,85—+-0,005 y =13,815-1-0,001σ =13,8-1-0,055 z= 14,450-1-0,0013 =14,45-1-0,0057 t=12.3500 -+-0,0001+= 12,350-+-0,00050 Из этпх примеров впдно, что для приведения приближенного числа первого канонического вида к третьему канонпческому виду надо укоротить его на одиу цифру, если последнил справа цифра не 5; если же окажется на конц цифра 5, то надо укоротить число на две цифры.

Еще примеры:

Требуется привести к третьему каноническому виду, укоротив на две цифры, слвдующее число:

z= 13,750-+-0,001 На две цифры укоротить это число нельзя, потому что заклчается между 13,749 и 13,751; след. 13,7 отличается от одного из пределов, а 13,8 от другого болве, чем на0,05.

Требуется привести к третьему канонпческому виду, укоротив на три цифры, следующее число:

y=5,78500—+-0,00001 И это число нельзи привести к третьему канонпческому виду, укорачивая его на три цифры. Из этпх примвров вытекает , что приближенное число первого канонического вида
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18– нельзя привести к третьему каноннческому виду, укорачпвая его на одну цпфру, еслпотбрасываемая цпфра 5, —на две цифры, если отбрасываемыя цифры 50, —на три цифры, если отбрасываемыя цпфры 500 и т. д.

15. Отсюда вытекает необходпмость при приближенном вычислении руководствоваться следующим правилом: если предъявлено требование вычислить некоторую величину х с точностью до полуедпнпцы найнисшого разряда, напр. с точн.

до-+0,05, то надо сперва вычислить ее с точн. до—10,01 и полученное число пргзести к третьему каноническому виду, укоротпв его на одну цифру, если только она не окажется 5, а если это случится, то надо вычпслить х во второй раз с точн. до-+0,001 и подученное число укоротить на две цифры, если оне не окажутся 50, а если и это случится, то надо пронзвести вычисление в третий раз с точн. до-+0,0001 и полученное число укоротить на три цифры, если только не окажутся на конце цифры 500, п т. д.

Если мы будем руководствоваться этим правилом, то вероятность того, что надо будет искомую величину вычислить во второй раз, будет 10; если же случится, что ее действительно надо будет вычислить во второй раз, то вероятность того, что ее надо будет вычислить в третий раз, будет 20 и т. д.

Правило это доказывается буквально так же, как соответствующее правило для второго канонического вида (см § 13).

Во многих случаях целесообразным расположением вычисления можно значительно понизить вероятность повторе нии вычисления, а потому повысить целесообразность даннаг нами правила.

16. Выше (§ 1) мы назвали относительной погръшностью прг ближенного числа отношение абсолютной погрешностп в нем к точному значению выражаемой им величицы. Еслп напр точное значение некоторой величины х есть 53, а мы вмест этого числа возьмем 50, то абсолютной погрешностью будет +3, и относительной+ Точную абсолютную, а следова тельно, и относятельную погрешность мы знаем только тогда,
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- 19 – когда нам пзвестно точное значение разсматриваемой величины , а мы по каким либо соображениям находим нужным выразить эту веллчпну приближенно; большею же часть мы знаем только приближенное число и предел погрешности.

Разсмотрим, как выражается предел относительной погрешности , если нам пзвестно приближенное число и предел абсолютной погрешности.

Пусть = А+а, где А приближенное число, а а абсолютная погрешность в нем; в таком случаљ относительная погрешность р будет выражаться таким образом A+a Если а положительная величина, то p A Если в есть ближайший высший предел абсолютной погрешности , т. е. есн а, то A Поэтому за высший предел относительной погрешности приближенного числа с недостатком можно принлть отношение предела абсолютной погрешности к приближенному числу с недостатком.

Пусть у=М–т, гд М приближенное число, а т абсолтнал погрешность. В таком случае относительная погрешность q будет m M-m Еслн п есть предел абсолютной погрешности, т.е., если mu, To M—n Поэтому предел относительной погръшности приближенного числа с пабытком тоже равен отношению предела абсолютной погрешности к приближенному числу с недостатком.

Примъры на определенје относительной погрешности.

x=13,7-+0,1–13,7–
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– 20 – y = 43,84+0,01λ = 43,84 2 =0,38-+-0,0057 =0,38-+ –— Из этих примеров видно, что дли определения подразумъваемого предела относительной погрпшности в приблпженном числљ первого канонпческого вида, надо разделпть едпницу на ириблпженное число, отбросив предварительно занятую и уменьшив последнюю его цифру на 1. Для определенил предвла относптельной погрешности в числ второго канонического впда, надо разделить едпннцу на прпближенное число, отбросив предварительно занатую. Для определения предела отпосптельной погрвшности приблпженного числа третьего канонического вида надо, отброспв занятую, умножить прпблпженное число на 2, уменьшить на 1 п на полученное число раздвлить 1.

Знак предела абсолютной погрешности сохранлется и прп иределе относительной погрљшности.

17. Даны два числа:

x=5,78634 y= 22,34273 Требуется, укоротпв как можно болже каждое из этпх чисел, привести их: а) к первому каноническому виду, ) ко второму канонпческому виду, с) к третьему капонпческому виду, так чтобы пределы относительной погрешпости в первом и третьем случаљ не превзошлп а вО втором а) Приведение к переому каноническому виду. Не обращая внимания на занятую, удержим в каждом из этих чисел с левой стороны столько цифр, чтобы составилось число, большее знаменателя предвла относительной погрљшности 300.

Иоучм: х,78, л х,70 =22,34, –22,35.

Относительная погрешность в х менљене и а потому ме Относптельная погрешность в у менве тому менве ,a по
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– 21 – 6) Призедене ко сторому каноническому виду.

x=5,78 – 22.34 Очевпдно, что относительная погрвшность в каждом пз этпх чисел менве с) Ириеедение кз третьему каноническому сиду. Укоротим каждое пз этих чпсел так, чтобы оставшияся цпфры но уничтожению занято̆ составили число, превышающее ноловипу знаменателя данного предвла относительной погрвшности т. е. привышающсе 150; при этом возьмем каждос из этих чпсел так, чтобы предел аб̆солютной погрешности был равен полуедпице найнисшого разряда укороченного числа.

x=-5,79 — 22,3 Относптельная погрљшность в х менвев у менве 0, o,5 Отсюда следует, что для приведения приближенного числа к первому, или второму канонпческому виду, когда предел относптельной погрешности дан в виде дроби, у которой числитель 1, а знаменатель целое число, надо данное чпсло укоротить так, чтобы по унпчтожении занятой составилось число, большее знаменателя предела относптельной погрешности, а для приведения к третьему канонпческому виду надо укоротить его так, чтобы по уничтожении занятой составилось число, большее половпны знаменателя предела относительной погрљшности.

Еслп предед отпосительной погрешностп выражен дробью, у которой чпслитель 1, а знаменатель целое число, то чпсл значущих цифр приближенного числа пертого и второго канонического видов, пли равно числу цифр знаменателя предела относительной погрешности, плп едпипцей более, а число цпфр прпближенного числа третьего канонического вида, пли равно числу цифр знаменателя погрешности, или единицей мене.

18. Ири приблиепном вычислении алгебраической формулы обыкновенно предъявллется требование, чтобы погрешность в искомом числе не превзошло заранље указанного предела.

Предел погрешности можно выразить, или абсолютным чис
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22 – лом, или дробью искомого числа. Ниже будет пзложено, как вычисляется формула, если дан предел абсолютной погрешности . Если же будет задан только предел относительной погрешности, то надо замънить его пределом абсолютной погрешности , так как тогда вычисление формулы с заранље заданным пределом относительной погрљшности сведется к вычислению той же формулы с заранее заданным пределом абсолютной погрешности. Для этой замены надо анать искомое чисхО, т. е. то, что еще не вычилено, а потому может показаться невозможнои эта замена (редукция). Оказывается однако, что для этой замены достаточно знать только одну цифру найвысшого разряда искомого числа, а определение этой цифры не представляет особых затруднений, так как для вычисления алгебраической формулы большею частью надо знать эту цпфру и в том случае, когда задан предел абсолютной погрешности искомого числа.

Разсмотрим эту замну. Предъявлено требование вычислить х с точн. до0х. Положим, что х заключается между 5 и 6 единицами; в таком случаћ искомое число должно быть выражено тремя значущпми цифрами, а так как цифра найвысшого разряда означает единицы, то цифра наинисшого разряда будет означать сотыя доли; след. х надо вычислпть с точн. или до-10,01, или до+0,01, или до-+0,003, смотря потому , предъявлено ли требование выразить искомую величину в первом, во втором, или в третьем каноническом виде.

Примър 1. Требуется вычислить х=37,138V13, с точи.

до + х. Определим предел абсолютной погрешности; для этого определим цифру найвысшого разряда искомого результата . 13 более 3, но менее 4, а потому произведение 37.138. V13 более 100, но менее 200; след. х должно быть выражено четырмя значущими цифрами, а так как цпфра найвысшого разряда означает сотни, то цифра наинисшого разряда будет означать десятыя доли. И так х надо вычислить с точн.

+0,1.

Примър 2. Вычислитьу 5,734 так, чтобы искомый результат был третьего канонического вида, и чтобы предел
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23 – относительной погрешности был+ Овределамь предел абсолютной погрешности. V173 более 13, но менве 14; след.

у болље 2, но менве 3. Первыя три цпфры искомого числа составят число, большее половины знаменателя (330) предела относительной погрешности. Так как первая ичфра означает единицы, то последняя будет означать сотыя доли, а потому искомое число надо вычислить с точностью до—+0,005.

m
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Сложение и вычитание.

19. Найдем сумму следующих чиссаз сторого канонического еида.

57, 47 32,12 8,34 9,24 107,17 Так как предел погрешностп в каждом слагаемом есть+0,01, то предел погрешности в сумме будет+0,04.

Но приведении этой суммы к первому канонпческому виду получшм 107,2-1-0,1.

Из этого примера заключаем, что сумма нескольких чисел второго канонпческого вида с одипаковыми пределами погрешности есть ирпближенное число с нед. и предел погрешности в сумме равен единпце наиинисшого разряда суммы, взятой столько раз, сколько слагаемых.

20. Найдем сумму следующих чисел персаюо каноничсского вида, 37,42 2,34 8,75 0,43 12,87 14,13 75,94 Пределы прогрешности в каждом слагаемом+0,01.

Если все слагаемыя с нед., то и сумча будет приближенным чисхом с нед. и с точн. до+0,06; а если все слагаемыя с изб., то и сумма будет с изо. и с точн. до —0,06.

Так как нам неизвестно, все хи слагаемыя с нед., или все они с изб., или же некоторыя с нед., а другия с изб., то мы можем с уверенностью утверждать только, что 75,94 есть приближенное число с точн. до10,06. Переделаем это
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- 25 – число на приближенное число с нед.; получаем 75,88-–0,128.

Итобы привести это число к первому каноническому виду, надо укоротить его на две цифры (§ 9) и тогда получим 76-17 Отсюда следует, что сложив песколько чисел первого канонпческого впда и уменьшав сумму на столько едиииц наиинисшого разряда, сколько слагаемых, мы получим приближенпое значение суммы с нед.; предел погрешности полученного таким образом числа равен двум едпницам паинисиого разряда, взятым столько раз, сколько слагаемых.

21. Найдем сумму следующих чисел третьмо канонического еида с одинаковыми предвлами погрешпостп:

13,48 11,03 47,20 0,41 2,13 7,41 81,75 Иоложительный п отрицателпный пределы покрешостн в этои сумме-+0,005. 6=–+0,03. Итоб привесо число к каноническому виду, надо предварительно передвл его в приближенное число с нед., и тогда получим 81,72+0,63. Но приведении этого числа к первому канонпческому впду подучаем 81,8.

Отсюда слвдуст, что сложив ивсколько чисел третьего каноничсского вида с одпнаковыми предвламп погрљшности и уменьшив сумму на столько полуединиц наиннсшого разрада, сколько слагаемых, мы получим приближенное значение суммы с недостатком, предел погрљшности которого равен стольким единицам найнисшого разряда, сколько слагасмых.

22. Найдем разность следующих доухз чисел сторого канопического вида:

47, 384 13,872 Так как уменьшаемое и вычитаемое прпближенныл чпсла с недостатком, то погрешность в разности будст равна разности погрешностей в уменьшаемом и вычитаемом. Отсюда следует, что погрешность в разности будет менее
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26 – О,001 и разность 33,512 будет приближенным числом, или с недостатком, еслн погрешность в уменьшаемом более погрешности в вычитаемом, или с избытком, если погрешность в уменьшаемом менђе погрљшности в вычитасмом.

Так как мы не знаем, болље ли погрешность в уменьшаемом , чем в вычптаемом, или менее, то мы можем с уверенностью утверждать только, что 33,512 есть приближенное число с точн. до—+0,001.

Найдем ту же разность следующим образом: уменьшаемое оставим без пзменения, а вычитаемое переделаем в приближенное число с избытком и вычтем.

47,384 13,873 33,511 Уменьшаемое менђе точного значенил выражаемой им величины , а вычитаемое болве; поэтому разность менве точного значения выражаемой ею велпчины и погрешность в ней равна сумме погрешностей в уменьшаемом и вычптаемом. И так 33,511 есть приближенное число с точн. до+0,002. Увеличивая это число на 0,001, мы приводим его к первому каноннческому виду и получаем 33,512—+001д.

Таким образом, козьмем ли мы уменьшаемое и вычитаемое с недостатком, или же возьмем уменьшаемое с не достатком, а вычитаемое с избытком, мы получпм один тот же результат для искомой разности по приведении е к первому каноническому виду.

23. Второй способ вычисления разности имеет преим щество пред первым в том случае, когда надо сообразит какова погрешность в сумме вида:

a+b+cd+-f+-1+..

Если мы вычислим этот многочисел, взяв все поло жительные члены с недостатком, а отрицательные с избыт ком, то получим приближенное число с недостатком, погрешность которого равна абсолютной сумме погрешностеи всех членов. Поэтому если, напр., всех членов будет 13 и если пределы погрешностей в каждом из положительных членов будут+0,01, а в отрицательных —0,01, то предел погрешности в численном значении многочлена будет +0,13.
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24. Найдем разность следующих деух чисел переаюо канонического вида.

423,7 175,3 248,4 Определим пределы погрешности в разности, зная, что пределы погрешностей в уменьшаемом и вычитаемом –10,1.

Для этого надо разсмотреть следующие возможные случаи: а) уменьшаемое менее выражаемой им величины, а вычитаемое болже, b) уменьшаемое более выражаемой им величпны, а вычитасмое менље, с) уменьшаемое и вычитаемое оба бохље, или оба менве выражаемых ими величин. В первом случаљ разность будет приближенным числом с недостатком, во втором с избытком, а в третьем с недостатком или избытком . Предел погрешности в разности будеть, в первом случае,+0,2, во втором,— 0,2, а в третьем,—1 0,1. Иоэтому мы не ошнбемся только тогда, когда скажем, что разность 248,4 есть приближенное число с точн. до—10,2.

25. Определим поирпшность в многочлен:

=+-+-d+-, где все члены приближенныя числа переого канонического сида.

Относительно погрешностей в каждом из членов можно сделать несколько предположений: а) если все положительные члены будут приближенными числами с недостатком, а отрицательные с избытком, то в будет приближенным числом с недостатком и предел погрешности в з будет равен шести единицам найнисшого разряда; в) если все подожительные члены приближенныя числа с пзбытком, а отрицательные с недостатком, то з будет приближенным чисдом с избытком и предел погрешности в з о̑удет тот же; с) во всех других возможных случаях з будет прио́лиженным числом или с избытком или с недостатком и погрешность в нем будет тоже менее шести еднииц наинисшого разряда. По этому не ошибемся, если скажем, что погрешность в з никогда не превзойдет шести едпипц наӥнисшого разяда.

И так вообще алгебрическая сумма a+b---+f-++1+.....

где все члены приближенныя числа первого канонического ви
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28 – да с одинаковыми пределами погрешностей, будет прпо́лпженным числом с недостатком пли пзбытком, а положптельный и отрицательный пределы погрешности никогда не превзойдут одной единицы пайнисшого разряда, взятой столько раз, скольло членов в многочлене. Для прпведения этой суммы к первому каноническому виду, надо уменьшить се на столько едннпц найписщого разряда, сколько членов в сумме , и тогда получпм приблпженпое число с недостатком и с погрешностыю, предел которой равен двум единпцам найипсшого разряда, взятым столько раз, сколько членов в сумме. Укорачивал это последиее число на одну, две, и т. д.

цифр, смотрп но случаю, мы прпведем его к первому канонпческому виду по правилу § 9.

Примпр. Вылпть =++с ––е––, гд а=141,37 b=13,43, c=42,12, d=2,83, e=45,07, f=15,23, g=0,89. Kaxo из этих чпсел есть приближеннос число первого каноничес каго вида. Найдем отдельно сумму положительных и отрицателыых членов и потом возьмем разность этих сумм.

141,37 13,43 42,12 64,02 132,90 2,83 45,07 15,23 0,89 64,02 =132,90-1-0,07=132,83+-0,14=133-1-7.

26. Наиидем разность двух приближенных чисел третьли канонического вида:

14,742 5,938 8,804 Разсуждаи так же, как п в § 24, мы найдем, что эта разность будет приближенным числом с точп. до—+0,001, Т. е. разность двух чпсел третьего канонического вида есть приближенное число первого канонического вида.

27. Определим погрешность в а.пебраической сумм чисел третьяо канопического вида.

s=+b+-d-+f-+....

Разсуждая так же, как в § 25, мы убедимся, что з есть приближенное чпсло с недостатком или избытком, а подожи
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тельный и отрицательный пределы погрешности в нем равны полуединице найнисшого разрпда, взлтой стодько раз, сколько членов в сумме. Уменьшив эту сумму на столько полуедпниц найнисшого разряда, сколько членов в сумме, мы получим прибдпженное число с недостатком, предел погрвшности которого равен единнцв найнисшого разрада, взятой столько раз, сколько членов в сумме. Тогда для приведения этой суммы к первому канонпческому впду можно будет примвпть правпло § 9.

Иример. Вычислять слвдующую сумму чисеи третьего капонического вида:

–43.7+10.9+17.3+15.2—27.8—18,4.

17,3 87,1 46,2 27,8 46,2 s=40,9-1-0,3 =40,6+-0,G0=41-1 28. Нусть x=+b—+d...., гß a, b, с, d....нптны , но могут быть вычпслены с какой угодно точностью.

Требуется вычислпть х с точн. до—10,01. Определим, с какой точпосты надо вычислить каждое слагаемое, чтобы после сложения х получилось с требуемой точностью.

Иоложим, что эта сумма состоит пэ 7 членов. Вычпелим каждый член так, чтобы все онн былп приближенными числами первого каношического вида и чтобы пределы погрешпостей в нпх были одпнаковы, Тогда погрешность в нисшем предвле суммы будет равна (по § 25) 14 едиипцам найиисшого разрида. Для приведения этого чпсла к первому каноническому впду надо будет его укоротить на две цнфры (§ 9) и тогда еднипцы найнпсшого разрпда должны означать сотыя доли; след. каждое слагаемое надо вычпслпть с точи.

д°-4-0,0001.

Если представллется возможность вычислить каждый член так, чтобы все они были второго канонпческого вида, то тогда предел погрешности в нисшем пределе суммы будет ракен 7 едпницам найнисшого разряда. Для приведения этой
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- 30 – сумны к первому канонпческому виду, надо будет укоротпти ее на одну цифру и тогда едпипцы наӥнисшого разряда должнь означать сотыя доли. След. каждый чаен суммы надо вычисмить с точн. д0+0,001.

Иримеры:

1) ВычПть = 5,3784. V3+0,3482V27—5,3684.V57 с ТОчИ. д0-+0,01.

Каждый член этой суммы можно вычислить с какой угодно точностью. Еслп вычпслим мы каждый член суммы так, чтобы все они были первого канонического вида, то погрешность в нисшем пределе суммы будет менее шести единиц найнпешого разряда. Для приведеня этого числа к первому канонпческому виду надо будет укоротить его на одну цпору и тогда единицы наиннсшого разряда должны будут означать сотыя долн. След. каждый член суммы надо вычислить с точн. до-+-0,001.

2) ВычслЯть у=V3+V47 – V2+V14– V52+V17 с ТОчН. д0-+0,0001.

Вычисление каждого члена этой суммы с точностью до едпницы какого угодно разряда с недостатком, нисколько не схожнве вычисления с точн. до еднницы того же разряда с недостатком или избытком. Поэтому вычислим все эти члены так, чтобы они были приближенными числами второго канонпческого вида с одинаковыми пределами погрешности. Тогда погрешность в нисшем пределе суммы будет ровна 6 единицам найнисшого разрада. Для приведения этого числа к первому каноническому виду надо будет укоротить его на одну цнфру. Едпницы найнпсшого разряда укороченного числа должны означать десятитысячныя долп; след. каждое слагаемое надо вычислить с точн. до+0,00001.

Обобщая изложенное в этом параграф и прпнимая во внимание § 9, мы можем дать следующее правило для вычисления суммы с заранље заданной точностью:

Надо вычислпть все слагаемыя так, чтобы они были первого канонического вида с одпнаковыми пределами погрешности , и чтобы а) предел погрешности в каждом слагаемом был в десять раз менђе заданного предела ногрешностп дия пскомой суммы, если всех слагаемых не более пяти, b) чтобы предед погрешности в каждом слагаемом был во
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- 31 сто раз менље предела погрешности в искомой сумме, если слагаемых болбе пятидесятп, но не более пятисот, с) чтобы предел погрешностп в каждом слагаемом был в тысячу раз менве предвла ногрешности в искомой в сумме, если слагаемых боле пятисот, но не болве плти тысАч и т. д.

Иногда, не усложняя вычисления, можно каждое слагаемое выразить приближенным чпсдом второго канонического вида, как это показано во втором примвре этого параграфа. В таком случае надо пронзвести вычисление так, чтобы предвл погрешности в каждом слагаемом был в десять раз менље предела погрешности в искомой сумме, если слагаемых менље десяти,— во сто раз менве, если слагаемых более десяти, но менље ста, и т. д.

m Умножение.

29. Найдем произведение двух чисел 23754 и 1327 31521553 При умножении этих двух чисел мы взали множпмое 23754 сперва 7 раз, потом 20 раз, потом 300 раз и наконец 1000 раз и полученныя числа сложили. Очевидно, можно изменить порядок нахождения частных произведений и взять множимое сперва 1000 раз, потом 300 раз, потом 20 раз и наконец 7 раз и полученнып числа сложить. Тогда вычисление расположитсп следующим образом:

31521558 Для приближенного сокращенного вычислепия произведения двух чисел полезно располагать это вычисление еще нна
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– 32 – че. Наппшем множимое без пзменения, подппшем под нпм множителя, расположив его цпфры в обратном порядке, и пропзнедем умножение.

31521558 Обратим внимание на то, что при таком расположении вычпсления пропзведения каждых двух цифр множпмого п множителя, наппсанных в одном столбце, означают едпипцы одного и тогоже разряда, а пменно тысячп. В самом делв , под едииицами множимого 4 подиисаны тысячи 1, а пропзведение едпниц на тысячп дает тысячп; под десятками множимого 5 подипсаны сонп множптеля 3; пропзведение десятков на сотип тоже дает тысячи; под сотиями множпмого 7 подипсаны десятки множителя 2, а пропзведение сотен на десятки тоже дает тысАчп и т. д.

30. Найдем пропзведение чисел 32,134 и 6,142, располатая цпфры множптеля в обратном порадке.

32,134 241,6 192,804 3,2134 1,28536 0,064268 197,367028 Мы видпм, что в первом частном пропзведенип подучплпсь тысячныя долп, по втором —десятптысячныя доли, в третьем — стОтысАчныА и т. д.

Допустпм, что множимое 32,134 будет прпблпженное число (положпм с точ. до+0,001); тогда каждое частное произведение будет тоже прпблпженное чпсло, но степень точностп каждого пз нпх будет не одпнакова. Напменве точно будет первое частное пронзведение; второе же будет болће точно, третье еще боле точно п т. д. Все пропзведение, равное сумме частных пропзведений, не будет точне первого
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33частного произведения; поэтому второе, третье, и т. д. частныя произведения вычислены точнее, чем нужно, так как большал их точность сравнительно с точносты первого частного пропзведеня не увеличит степени точности всего пропзведения, если мы вздумаем привести его к одному из канонических видов. Вследствие этого вычисление второго, третьего и т. д.

частных произведений можно укоротить. Для сокращенного сычисления приближенного произседения можно предложить деа способа . Разсмотрпм сперва умножение по переому сокращенному способу , предложенному Ухтредом (Oидhed), английским математиком XVII в.

Найдем пропзведение тех же чисел следующим образом : подписав под множимым множптеля в обратном порадк , найдем первое частное ироизведение так же, как мы его нашл прежде. Но прп вычисхени второго, третьего и пр.

частных произведений будем начпнать умножение с той цноры множимого, которая находится над множащей цифрой множителя ; тогда во всех частных произведениях едииицы найнисшого разряда будут однв и т же, т. е. тысячныя доли. Полученныя частныя произведении сложпм и таким образом найдем приблпженное произведение данных чисел.

32,134 192,804 3,213 1,284 0,064 197,365 Мы видим, что найденное сокращенным способом произведение отличается от пронзведения, найденного без всяких сокращений, только в тысячных долях; но тысячныя доли не верны и в этом последнем произведении, если только множимое не есть точное число.

31. Найдем по сокращенному способу Ухтреда произведение ил: 23,704135 ц 43,041027.

Можно перемножить этп числа по способу Ухтреда различным образом. Можно, напр., перемножить их так, чтобы н произведении получплись тысячныя доли, а можно перемножить их и так, чтобы в произведении подучидись только со
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34 – тыя доли, илитолько десятыя доли, или только единицы, и т. д.;

можно, наконец, получить в произведении десятитыслчныя, стотысячныя и т. д. долп. Вычислим это пропзведение так, чтобы получплись десятптысячныя доли. Для этого под десятитысячными долями множимого подпишем единицы множителя, а остальныя цпфры расподожим в обратном порядке и за тем произведем умножение с увазанными в предъпдущем параграфе сокращениями.

23,70413|5 7|20140,34 948,1652+ 4.0,0001 81,1123+ 3.0,00017 0,9480+ 4.0,0001 0,0237+ 1.0,0001 0,0004+ 2.0,0001ν + 3.0,00010 1030,2496+ 17.0,0001 Условимся называть укороченное множпмое 23,70413 первым множимым, укороченное множимое 23, 7041—вторым множимым , 23,704—третьим множимым, и т. д., и наконец 20 — седьмым или последиим множимым.

Опредедим погрешность в каждом частном произведении, а за тем и во всем произведении.

Мы взяли 40 раз множимое 23,704135, отбросив предварительно 0,000005; от этого произошла погрешность, равныя 40.0,000005. Она будет менее 4.0,0001 даже и в том случае , когда отброшенная цифра стотвсячных долей будет не 5, а 9. За тем мы взяли множимое 3 раза, отбросив предварптельно во множимом 35 стотысячных; от этого пронзошла погрешность, равная 3.0,000035; эта погрешность будет менее 3.0,0001 даже в самом неблагоприятном случав , а именно, когда отброшенныя циоры будут 99. Потом мы взяди 0,04 множимого, укоротпв его предварительно на 0,004135; от этого произошла погрешность, равная 4.0,00004135; эта погрешность будет мене 4.0,0001 даже и тогда, когда отбрасываемыя цнфры будут 9999. Потом мы взялп еще 0,001 множимого, отбросив предварительно в нем 0,04135. От этого пронзошла погрешность, равная 1.0,00004135, Эта погрешность менље 1.0,0001 и непревзошла бы этого пре
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двла даже и тогда, если бы оторошенныя цифры множимого былн не 04135, а 99999. Наконец, мы взяли 0,00002 множимого , укоротив его на 3,704135; пронэшедшая от этого погрешность менље 2.0,0001, даже в самом неблагоприятном случае.

Мы совсем не умножили множимое на 0,000007; погрешность, от этого произшедшая, не превосходит 3.0,0001.

И так погрешность в первом частном произведении менее.......... 4.0,0001 во втором d в третьем, в четвертом, в пЯтОм ב » .......... .3.0,0001 ) ..........

4.0,0001 » .......... 1.0,0001 » .......... 2.0,0001 и наконец, шестое частное произведение совсљм отброшенно ; оно мене... 3.0,0001 Погрешность во всем произведении менље суммы этих погрешностей, т. е. она мен.

(4+3+4-1+2+3).0,0001 =17.0,0001.

Число 17 есть сумма циор множителя, употребленных при умножении, увеличенная первой цифрой множимого и единицей . И так произведение Ухтреда менње точного произведения и поръшность е нем менље единицы найнисшого разряда этого произведениа, взятой столько раз, сколько единиц в сумме употребленных цифр множителя, увеличенной первой цифрой множимого и единицей.

Примечание И. Отсюда следует, что если мы, оставив без изменения множителя, будем менят множимое, но так, чтобы первая пифра его не менялась, то высший предел погрешности, определяемой этим правилом, не будем меняться. Напр.

если мы умножим 29,999999 на то же число 43,041027, то погрешность в произведении Ухтреда будет больше, чем в разсмотрљнном нами произведении; она будет самая большая из погрешностей, какия только могут быть сделаны при умножении всякого другого числа, меньшого 30 на 43,041027, но и в этом самом неб̆лагоприятном случаљ она не превзойдет найденного нами предела погрешности 17.0,0001.

Иримъчание ИИ. Определяемая предъидущим правилом погрешность выведена в том предположении, что число цифр, употребленных при умножении по способу Ухтреда, как во множимом, так и во множителе, одно и то же, и что первое
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множимое и весь множитель суть приближенныя чпсла с точн.

до единицы наиинисшого разряда с нед.

Иримљчание III. Произведение единицы найнисшого разряда множимого (0,00001) на единицу найвысшого разряда множителя (10) равно единпце найнпсшого разряда произведения (0,0001).

Произведение единицы найнисшого разряда множптеля (0,00001) на едпницу найвысшого разряда множимого (10) тоже равно единице найнисшого разряда произведения. Единпца наиинисшого разряда множимого 0,00001 равна единпце найнисшого разряда произведения (0,0001), деленной на единицу наивысшого разряда множптеля 10. Едиипца найнисшого разряда множителя (0,00001) равна тоже едннице найнисшого разряда пропзведения (0,0001), деленной на единицу найвысшого разряда множп Maro (10).

Примъчание IV. Требуется найти произведение двух чпсел 47,839243 и 101,302453 по способу Ухтреда так, чтобы в произведении получились тысячныя доли.

Мы можем первое из этпх чисел принять за множптеля.

а второе за множимое, пли на оборот. В первом случае мыдолжны подписа̀ть одно число под другим следующим образом:

47, 83924 4203,101 а во втором следует подписать эти числа таким образом 101,3024 42938, 74 В первом случае предел погрешности в пропзведениг будет (1+1+3+2+4+5).0,001 = 16.0,001, а во втором су а он будт (4+7+8+3+9+2+4+2).0,001=39.0,001. От сюда видно, что предел погръшности вз произведении Ухтреда зависит от того, какой из двух факторов принят за множимое, и какой за множителя. Очевидно, выгоднље принпмать за множителя то из двух чпсел, сумма цифр которого менље.

Иримъчание V. Погрешность в произведенип Ухтреда равна нескольким единицам найнисшого разряда. Укорачивая это произведение на одну, две, или три циры, смотря по случаю, мы можем, по указанному в § 9 правилу, прпвести его к одному из трех кановических видов.

32. При вычислении алгеб̆раических формул чаще всего приходится вычислять произведение деух чисель первого канониче
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– 37 – скаюо сида. Наидем произведение таких дзух чисел и определим погрешность в этом произведении.

Нусть x=43,78596—+-0,00001 =341,4015-1-0,0001 Надо наиити произведение этих чисел по способу Ухтреда.

Дли определения погрешности этого пропзведениа удобнње всего взать эти числа с недостатком; поэтому умножим x=43,78595+-0,00002ν y =341,4014+-0,0002ω 43,78595 4104,143 13135,785-+6.0,0014 1751,436+4.0,001 43,785+1.0,001„ 17,512+4.0,001π 0,043+1.0,001 0,016+4.0,001ς +10.0,0010 14948,577+30.0,0010 на Погрешность в первом частном произведении мене 300.0,00002 пли менње 3.0,002. Иогрешность во втором частном произведенип менђе 4.0.001, в третьем —менее 1.0,001, в четвертом —менже 4.0,001, в пятом —менље 4.0,001, в шестом —менље 4.0,001, п наконец, мы совсем отбрасываем пропаведение множимого на поправку множителя, которая менђе 0,0002; пронсходнщая от этого погрешность менће 0,0002.43,78592 или менже 0,002.5. Итак погрешность во всем произведенип ен (2.3+4+1+4+1+4+2.5). 0,001= (3+4+1+4+1+4+ +2.4+2) 0,001=30.0,001, т..  д цатп единиц наинисшого разряда произведения. Чпсло 30 оаначает сумму цифр множителя 3+4+1+4+1+4), увелп· ченную первой цифрой множителя, удвоснной первой цифрой множимого и двумя.

Итак погрешность в произведении Ухтреда в том случае, когда множимое и множитель выражены одинаковым числом цифр и когда оба они приолиженныя числа с нед.

и с точн. до двух едпниц найнисшого разряда, равна едиинце найнисшого разряда пронзведения, взятой столько раз, сколько единиц в сумме всех цифр множители, увеличен
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38 – ной первой пифрой множителя, удвоенной первой циорой множимого и двумя.

33. Иногда оказывается нужным наӥти по сокращенному способу Ухтреда произведение двух приближенных чпсел, выраженных неодинаковым числом цифр. Наидем произведение чисел:

–271,347+0,001 = 34,217+0,001 271,347 814,0 41 108,5 46 54,26 1,89 9284,63 Погрешность в каждом частнон пронзведенип определяется здесь так же, как и прежде, но погрешность, происходащая от того, что мы не умножили множпмое на поправку множителя здесь определяется несколько иначе. Определим эту последнюю погрешность. Поправка множптеля менве 0,001. Произведение множимого на эту поправку очевидно менве 0,001.271,347, а также мен 0,001.280,  мен 0,01.28.

И так погрешность во всем произведенип менее 0,01 (3+4+2+1+7+27+1) =0,01.45.

Число 45 означает сумму всех цфр множителя (3+–4+2+1+7) увеличенную последним множимым 27 и единицей.

34. Теперь разсмотрим другой способ сокращенного приближенного умножения, принадлежащий Гюи (Сиу). Этот способ умножения сходен с предъидущим. Множитель подписывается под множимым так же, как и при умножении по способу Ухтреда; при вычислении наждого частного произведения умножение начпнается с той цинфры множимого, которая находится над множащей цнорой множптеля. Разница способа Гюи от способа Ухтреда заключается в том, что при нахождении каждого частного произведения к нему прибавляются десятки произведения первой пз отбрасываемых цпфр множимого на множащую цифру множители. Найдем по способу Гюн произведение следующих чисел: 231,8764 и 3,462578 так, чтобы в произведении получились сотыя доли.
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231,87|6 5264,3 6956,2 927,4 139,0 4,6 802,83 Ирп вычислении первого частного произведения мы начали умножение с цифры 7, но к этому пропзведению цифры 7 на 3 мы присоединили десятки, полученные от умножения первой из отбрасываемых цифр 6 на 3, т. е. 1. При вычислении второго частного произведения мы начали умножение с цнфры 8, но к произведению на 4 присоедпнилп десяткп от умножения первой из отбрасываемых цифр 7 на 4, т. е. 2, н т. д.

Определим теперь поиръшность в каждом частном произведенип. При нахождении первого частного произведения мы умножили 231,87 на 3, но предварптельно умножили отбрасываемыя 0,006 на 3 я получили 0,018; 0,01 прибавили к произведению 231,87 на 3, а 0,008 отброспли. Эта погрешность всегда менее 0,009; кроме того мы совсем не умножалп десятитысячных долей на 3 пвследствие этого сделали погрешность, которая тоже менее 0,009. И так вся погрешность в первом частном произведении мене 2.0,009=0,018. Разсуждая таким же образом, мы найдем, что предел погрешности в каждом из остальных частных пропзведений менее 2.0.009, Кроме того мы совсем не умножнли множимое на 0,000078; погрешность, от этого пропзшедшая, менље 300.0.0001, нлп менее 3.0,01. След. вся погрешность в пропзведенин Г мн 0,018.5 +0,01.3, м мен 0,01(1,8.5 + 2+1).

И так предел погрешности в произведении Гюи равен одной едпнпце найнисшого разряда пронзведения, взятой сколько раз, сколько единиц в произведении 1,8 на число употребленных при умножении цпфр множителя, увеличенном первой цнфрой множимого и единицей. В частном случае, когда множитель точное число и все цпфры множителя употреблены при умножении, предел погрешности произведения Гюи равен единице найнисшого разряда пропзведения, взятой столь
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ко раз, сколько единиц в пронзкеденип 1,8 на число цнфр множптеля.

35. Знан сокращенные способы умножения Ухтреда и Июп мы можем применпть пх к вычислению пропзведения с заранве указанной степенью точности:

Задача: 1) Вычислить произведение чисел:

453,60238 н 37,412037 с тон. до-+0,01.

Для решения этой задачи прпменпм сокращенный способ умножения Ухтреда. Так как предел погрешностип пропзведении Ухтреда всегда равен нескольким единицам наиинпсшого разряда, то надо эти числа перемножпть так, чтобы, укоротив его по выше указанному правиду (§ 9), мы получили искомое пропзведение с требуемоии точностыо. Чтобы цифра найнисшого разряда укороченного пропзведения выражала сотыя доли, надо, чтобы цпфра наинисшого разряда неукороченного произведения Ухтреда означала покраиней м’ере тысячныя доли. Не трудно видеть, что сумма цифр множптеля 37,412027, увеличенная первой цпфрой множимого и единпцей, будет более 10 п менее 100, вычислим ли мы по способу Ухтреда тысячныи, пли десятитысячныя доли. Иосему дли приведения искомого произведения Ухтреда к первому канонпческому виду надо будет (см. § 9) его укоротить на две цпфры и тогда третья сирава цпфра должна означать сотыя доли.

Иоэтому данныя числа надо перемножить но снособу Ухтреда так, чтобы в произведении получнлсь десятитысячныя доли.

Умножаем.

453,60236 73021473 136080708 31752161 1814408 16970.1872 Иогрешность в этом пронаведении мене+0.0032; поэтому по приведении его к первому каноническому виду получм 16970,19.
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Примечание: Не трудно, видеть, что 16970,19 есть также прпо́лиженное число с точи. до полуединицы найнисшого раз· ряда, т. е. с точн. до—+0,005 36. Найдем произведение двух чисел 577,48234 и 1027,81056 с точн. до+10.

Не трудно убедиться, что эти числа надо перемножить по способу Ухтреда так, чтобы в пронзведенип получились десятыя доли. Для этого подиисываем единицы множителя нод десятымп долямп множимого, а остальныл цифры располагаем в обратном порядке.

537, 482 3 018,720 1 537 482,3 10 749,6 3 761,8 429,6 5,3 552428,6 Приводя произведение по § 9 к первому каноническому виду, получаем 552430—+10р.

37. Найдем произведение чисел 20,7314 и 1,023 с точн.

до—+0.1. Так как сумма всех цифр множителн, увеличенная первой цпфрой множимого и единицей менве 10, то достаточно перемножить эти числа так, чтобы в пронзведении получились сотыя доли. Умножаем:

20,73 20,73 4,14 Укорачивая это произведение на одну цифру, получаем 25,0-1-0,1A.

38. Из этих прпмеров видно, что для приведения пропзве.

дения Ухтреда к первому каноническому виду очень редко достаточно бывает укоротить его на одну цпфру и очень редко представлнется необходимость укорачивать его на три цифры.

Большею же частыю приходится укорачшвать его на две цпфры.

Поэтому ири вычислении произведения двух чисел с заранље
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заданной точностью надо большею частью перемножать эти числа по способу Ухтреда так, чтобы в неукороченном произведении было двумя цифрами более, чем должно быть вт укороченном произведении, или другими словами, надо, чтобь единица найнисшого разряда неукороченного произведения Ух треда была во сто раз менље единицы, выражающей степен точности, с какой требуется вычпслить произведение.

40. Для определения приближенного произведения двух чи сед с заранђе заданной точностью можно применить также со кращенный способ умножения Гюп. Найдем пропзведение чисел 83,79597 и 994,98693 с точн. до—1-1, сперва по способу Ух треда, а потом по способу Гюн.

994,9 86 959 7,38 7959 8 88 298 4 94 69 6 43 8337 5,47 Погрљшность в этом произведении мене 0,01.51. Иосему по прпведенин этого произведения к первому каноническому виду подучим 83376—+р.

Найдем это же пронзведение по способу Гюн.

994,9 86 959 7 38 7959 8 95 298 4 95 69 6 48 83375,78 Иогрљшность в этом произведении мене 0,018.6+0,10, нли менве 0,21. Поэтому для прпведения его к первому каноническому виду надо укоротить его тоже на две цифру и тогда получим те же 83376+.
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Из этого примера видно, что хотя произведение Гюи точнве произведения Ухтреда, но по укорачивании его получаем тот же результат, какой получается и по способу Ухтреда.

Поэтому не следует применять способ умножения Гюп без особенной надобности. Впоследстви, при вычислении алгебранческих формул, будут указаны случаи, когда полезно заме.

нять умножение по способу Ухтреда, умножением по способу Г 40. Чтобы показать, как надо поступать при вычислении произведения с заранље заданой точностью, в том случаљ, когда множимое и множитель не даны, но могут быть вычислены с какой угодно точностью, вычислим следующее произведение:

x= ²b², где  = 237,0314061, =0,3210510024 с тон. до-+0,05.

Искомый результат должен быть приведен к третьему каноническому виду так, чтобы единицы найнисшого разряда означали десятыя доли, а потому согласно (§ 15) надо вычислить это произведение с точн. до-+0,01.

Прежде всего надо установить порядок вычисления. Положим , что мы сперва вычислим а², потом в² и наконец а²², причем примем в² за множимое, а а² за множителя.

Надо определить сперва, с какой точностью надо вычислить а² и в², чтобы возможно было вычислить произведение а²² с требуемой точносты. Для этого надо знать единицы найвысшого разряда а² и в². Цифра найвысшого разряда а² означает десятки тысяч, а цифра найвысшого разряда в² означает десятыя доли. Допустим, что а² и в² вычислены, или совершенно точно, или с очень большей точностью, тогда для вычисления произведения а ²² с точн. до—+0,01 по способу Ухтреда, надо, чтобы в неукороченном произведении были десятитысячныя доли, а потому надо единицы множителя а подипсать под десятитысячными долями b², а остальныя цифры расположить в обратном порядке: тогда цифра найвысшого разряда множителя а² (т. е. десятки тысяч) будет подписана под стомилионными долями множимого в², а под цифрой найвысшого разряда множимого в² (десятыми долями) будут подписаны тысяч. доли множителя а². След. а² надо вычислить с точн. до—10,001, а ² с точн. до-!0,00000001. Для вычисленя а² с точн. до-10.001 надо единицы множимого а подписать под стотысячными долями множителя а, а для вычисления в² с точн. до-10,00000001
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- 44 – т. е. с 8-1 десатичными знаками надо едиипцы множпмого подиисать под десятым десятичным знаком множпмого , нап же десятыя долп под девятым десятпчным знаком.

Умножаем 237,03 14061 160 41 30732 474 06 28122 71 10 94218 16 59 21980 7 11093 561 84,88736 a 2 =5618 4.888 0,321051002] 4 200150 123 963153006 64210200 3210510 0.1030747457 b2—0,10307475 При определении степенп точности, с какой должны быть вычислены а² п b², чтобы а²² могло быть вычислено с требуемой точносты, мы предпологалп, что в² будет множпмым, а а² будет множптелем. Но теперь оказывается болђе выгодным принять а² за множимое, а в² за множптеля п нпчто не мешает нам это сделать.

5618 4,887 4747 0 301 5618 4 887 168 5 544 5791,2413 Ирпводя это число к первому канонпческому впду находим х= 5791,25. Чтобы прпвестп к третьему каноническому виду, надо это чпсло еще укоротпть на одну цпфру, но так как последняя цпфра 5, то, как было объяснено в § 14, нельзи привести это число к третьему канонпческому виду, укорачпвал его на одну циору, а потому следовало бы пропзвести во второй раз вычисление с большей точностью. Но оказывается, что нет надобности производить вычисление во
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второй раз, потому что можно найденное пропзведение Ухтреда , не приводя его к первому каноническому впду, сразу прпвести к третьему каноническому виду, укорачивая его на три цпфры. В самом деле, предел погрвшности в найденном пропзведении Ухтреда равен0,0040, а потому укорачивая его на три цифры мы делаем погрешность менве+0,0453. След.

х=5791,2 с точ. до-+-0,05.

41. Из этого примера видно, как можно изоегнуть повторения вычисления в затруднительных случаях при приведении числа ко второму, или третьему каноническому виду. В случав, если указанный в этом примере прием для укорачпвания числа оказывается недостаточным, можно прпбегнуть еще к другому средству—произвести последнее умножение во второй раз но способу Гюн. Эги два средства значительно уменьшают найденную нами выше (§ 15) вероятность того, что вычисление надо будет повторить во второй раз, если только последним действием будет умножение.

m Деление.

42. Найдем частное от деления 836,4126538417 на 2,3148274 по об̆ыкновенному способу.

836.4126538417 2.31 48274 694,44822 141,964433 138,889644 3,0747898 2.3148274 0,75996244 0.69444822 0,065514221 0,046296548 0,019217673 3 61,32 Найденное намп число 361,32 есть прпблпженное частное с точн. до 0,01 с нед. Пропзводя таким образом деление, м всегда определяем частное с точи. до 1 единицы последней из определенных цифр частного с нед. Где бы мы не прекратили деление, всегда остаток менве делителя, умноженного на единицу найнисшого разряда частного. Так напр.
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46поснй остаток 0,019,217673 мен 2,3148274.0,01, предослднй остаток 0,065514221 мен 2,3148274.0,1 и т. д.

Разделим этп числа с следующими сокращениями: Укоротим делимое до тысячных долей и увеличим последнюю цифру на единицу, так чтобы получилось приближенное число с точн. до 0,001 с изб. При вычисленип произведений делителя на каждую из цифр частного ограничимся нахождением тодько тысячных долей по способу Гюи (§ 34).

836,413 2,31482 694,448 361,32 141,965 138,889 3,076 0,762 0,694 0,068 0,046 0,022 Мы подучили таким образом в частном то же число, какое было получено раньше посредством деления по обыкновенному способу. Из этого примера видно, что приближенное частное двух чисел может быть нап̆дено со значительными сокращениями против обыкновенного деления. Этот способє деленил предложил Гюи ев 1845 :. Мы его несколько видонзменили , с целью сделать более удобным для применения его к вычислению алгебралческих формул. Разсмотрим это делене Определив первую цнору частного 3, означаюшую сотни, м умножили на это число двлителя, начиная умножение со стотысячных долей, и увеличили последнюю цифру этого произведения на число 2, означающее десятки от умножения на 3 первой из отброшенных цифр делителя 7. Подученное произведение менље точного пронзведения и погрешность в нен а0,001.1,8. Вычтя это пронзведение из укороченного дълителя , мы получили первый приближенный остаток 141,965.

Этот остаток бодље точного остатка и погрешность в нем равна погрешности делимого т, сложенной с погрешностью произведенияделителя на нервую цифру частного, т. е., погрешность
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в первом остатк равна +а, гд0,001, а 0,001.1,8.

Исправив первый остаток, мы получили число, меньшее делителя, умноженного на 100; слвд. 300 есть приближенное частное с точн. до 100 с нед. Будем называть укороченного до стотысячных долей делителя 2,31482 первым делителем.

Для получения первого делителя надо точного делителя укоротить так, чтобы произведение единицы найнисшого разряда этого укороченного делителя на единицу первой цифры частного дало единицу найнистого разряда делмого (0,00001.100=0,001).

Укорачпваем делителя еще на одну пифру и получаем второго делителя 2,3148. Разделив первый остаток на второго делителя, получаем вторую цифру частного 6, означающую десятки. Умножаем второго делителя на вторую цифру частного 6, увеличиваем последнюю цифру этого произведения на 1, означающую десятки от умножения первой из отброшенных циор делителя 2 на 6. Погрешность в этом пронзведении 0,001.1,8. Вычитаем это произведение из первого остатка и получаем второй приближенный остаток 3,076. Этот остаток тоже более точного второго остатка и погрешность в нем будет равна погрешности первого остатка т+а, сложенной с в, означающей погрешность в произведении делителя на вторую цифру частного 6. Эта погрешность ++0,001(1+1,8.2.) прав втоо̆ осттк, т. .

уменьшив его на т++, получим число, меньшее делители , умноженного на 10; след. 360 будет приближенным частн.

с точн. до+10. Укорачпваем делителя еще на одну цифру и получаем третьего приближенного делителя 2,314. Раздлив на этого делителя второй остаток, получаем 1. Взяв третьего двлителя 1 раз, получаем приближенное число с нед., погрешность которого с тоже менве 0,001.1,8. Вычитая это произведение из второго остатка, получаем третий приближенный остаток 0.762. Этот остаток тоже более точного третьего остатка и погрешность в нем +-a +-b+{0,001(1+1,8.3) =0,0064 Исправив третий остаток, т. е. уменьшив его на некоторую величину, меньшую 0,0064, мы получили число, меньшее делителя ; поэтому 361 есть приближенное частное с точн. до + 1.

Укорачпваем делителя еще на одну цифру и получаем четвертого приближенного делителя 2,31. Делим на это число
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третий остаток, получаем в частном цпфру 3, означающую десятып доли. Умножаем на 3 четвертого делителя и увелпчиваем послвднюю его цифру на 1, означающую деслтки от умножения на 3 первой из отброшенных цпфр делители 4.

Иолучаем прпближенное число с нед., погрешность которого 0,001.1,8 Вычтя это чпсло нз третьего приблпженного остатка , получаем четвертый прпближенный остаток 0,694.

Этот остаток’ более точного остатка и погрешность в нем +  + b+  + 0,001(1+ 1,8.4) =0,0082. прв тт остаток, т. е. умеНШВ его на т + а + b+с+ d, м получим число, меньшее делителя, уноженного на 0,1. Слвд.

361,3 есть прпближенное частное с точн. до +0,1. Укорачиваем наконец еще на одну цифру делителя и полу чаем пятого приближенного делителя 2,3. Разделив четвер тый остаток на этого делителя, получаем в частном цнф ру 2, означающую сотыя долп. Умножив на 2 плтого делителл получаем прнбмиженное число с нед., погрешность котораге с0,001.1,8. Вычитая это произведение из четвертого остатка.

получаем патый остаток 0,022, который тоже боле точнао пятого остатка и погрешность в нем +++++0,001(1+1,8.5) =0,010. мн тт остаток на погрешность в нем, мы получаем число меньшее делптеля, умноженного на 0,01; след. найденное нами число 361,32 есть прпближенное частное с точн. д0+0,01. Деление дальше не продолжаем.

Переписываем пропзведенное деление со всеми поправками 836,413—0,001 0 2,31482 7+0,000001 694,448-+0,0018 :361,32+0,010 141,965—0,0028 138,889-+0,0018 3,076—0,0046 + 2,314+0,0018 0,762 —0,0064 0,694+0,0018 3 0,068 —0,0082 0,046+0,0018 = 0,022 —0,0100
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43. Найдем частное от деления 5374,178 на 12,37472.

Укоротпм делимое до десятых долей и увеличим последнюю цнфру на едпнпцу: при нахождении произведений делателя на каждую цпфру частного ограничимся определением только десятых долей по способу Гюи.

5374,2 12,3747 4949,8] 434, 3 424,4 53,2 49, 4 3,8 0,2 Разсуждая так же, как и в предъидущем случае, найдем , что каждый из остатков болже точного остатка и погрешность в первом остатке менее 0, 1+0, 18=0,28, во втором мене 0,1+0,18.2=0,46, в третьем мене 0,1+0,18.3= 0,64 наконец в четвертом мене 0,1+0,18.4= 0,82.

Из этого следует, что первые три остатка болес их погрешностей, но четвертый остаток менее предела его погрешности р. Исправленный четвертый остаток будет 0,4 —р, где р20,82. Эта поправка р может быть менее остатка 0.4, илп более. Если р0,4 то исправленный остаток будет положительной величиной и меньше делителя, умноженного на единпцу найнисшого разряда частного, и потому частное будет прпближенным числом с нед. Если же р0,4, то исправленный остаток будет отрицательной величпной, но тоже меньше делителя, умноженного на еднницу найнисшого разряда частного, а потому частное будет приближенным числом с пзбыт. и с точн. до единицы найнисшого разряда. Итак, во всяком случае найденное нами число есть приближенное частное с точн. до 1 с избыт. или недост..

Из этого следует, что если погрешность в последнем остатке менее самого остатка, то найденное частное будет непременно прпближенным числом с точи. до единицы найнисшого разряда с недост.; если же последний остаток менее предеда погрешности в нем, то погрешность в частном
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будет только тогда менте единицы найнисшого разряда, когда этот предел погрешностп в остатке менее делителя, умноженного на еднцу наинистого разряда частного, т. е. когда 0,1+0,18.412,34....0,1,  ен 1,23...

44. Найдем частное от дления 547,41573 на 13,174234.

Укоротпм делимое до тысячных долей и увеличим цифру тысячных долей на 1. При вычисленип пропзведений делпмого на каждую пз цпфр частного огранпчимся нахождением только тысячных долей по способу Гюп.

547,416 131,742 3 526,969 4,1552 13,174 7,273 6,587 0,686 0,658 o, 028 0,026 0,002 Погрешность в каждом пз остатков, за исключением последнего, менђе самого остатка, а потому все цпфры частного , за псключением последней, верны. Погрешность в последнем остатке равна погрешности делимого, сложенной с погрешностью в произведении делптеля на найденное частное.

Погрешность в делпмом менее одной единпцы нап̆нпсшого разряда остатка, а погрешность от умножения делителя на частное по способу Гюп менље одной едпнпцы найнпсшого разряда остатка, взятой столько раз, сколько единпц в пропзведения 1,8 на число цр частного, т.е. менљ 0,001.1,8.5=0,001.9.

Сед. вся погрешностьвъостаткр0,001(1+9), плпр0,001.10.

Чтобы исправить частное, надо разделпть псправденный остаток на делнтеля. Исправленный остаток равен 0,002—р, где р менље 0,010. Если р менже 0,002, то исправленный остаток будет положптельным числом и меньше делителя, умноженного на едпнпцу найннсшого разряда частного, п потому найденное частное будет приближенным чпслом с нед. п с точи.

до единнцы найнпсшого разряда. Еслиже р0,002, то псправленный остаток будет отрицательной величиной и след. нап̆ден
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ное частное будет болђе точного частного и поправка частного будет равна исправленному остатку, деленному на делителя . Определим условие, при котором эта поправка не превзоиидет одной единицы найнисшого разряда частного. Если абсолютная величина поправленного остатка 0,02—р менве делителя , умноженного на единицу найнисшого разряда частного, то поправка частного будет менее одной единицы найнисшого разряда частного. Найбольшая поправка частного будет тогда, когда неисправленный остаток О; поправка частного не превзойдет единицы найнисшого разряда в самом неблагоприятном случав, если р менве делителя, умноженного на единицу найнисшого разряда частного. Произведение всего делителя на единицу найнисшого разряда частного более произведения последного делителя 130 на единицу найнисшого разряда частного; поэтому предъявленное требование будет выполнено, если р менее последнего делителя, умноженного на единицу найнисшого разряда частного. Это условие можно выразить еще проше . Иропзведение послдного двлителя 130 на единицу найннисшого разряда частного 0,0001 равно 0,001.13 т. е, равно единпцв найнисшого разряда остатка, взятой 13 раз. Если мы условимся называть последним делителем не 130, а 13, или другими словами, если мы условимся последний делитель 13 десятков читать, как 13 единиц, то тогда предъидущее условие можно будет выразить следующим образом: чтобы погрешность в частном не превзошла одной единицы найнисшого разряда (частного же), надо, чтобы р было менее единицы найнисшого разряда остатка, умноженной на последнего дтеля. Мы нашли, что р0,001(1+1,8.5) т. е. р мен одной единицы найнисшого разряда остатка, взятой столько раз, сколько единиц в пропзведении 1,8 на число цифр частного, увеличенном единицей. Поэтому предъявленное требование будет выполнено, если 1+1,8.5 будет менее последнего делителя 23, илп если последний делитель (23) будет по крайней мере на одну единицу более произведения 1,8 на число цифр частного.

Итак погрешность ез частном Гюи не превзойдет никогда одной единицы найнисшого разряда, еслп только последний делитель будет покрайней мере на одну единицу более произведения 1,8 на число цифр частного.

45. Зная условие, при котором предел погрешности в частном Гюи не превзойдет одной единицы найнисшого раз
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ряда, можно легко найти частное двух данных чисел с требуемой точностью найкратчайшим путем.

Пример И. Положим, требуется найтп частное с точн.

до-1-0,1 от делние 32547,842, на 26,843247.

Прежде всего определим число цифр искомого частного . Цифра найвысшого разряда частного будет означать тысячи, а цифра найнисшого разряда, согласно с требованием, должна означать десятыя доли; след. в частном будет пять цифр. Чтобы погрешность в частном не превзошла одной едпницы найнисшого разряда частного, надо, чтобы последний делитель был по краиней мере на одну едпиицу более произведения 1,8 на число цифр частного 5, т. е. более 9. Первыя две цифры делителя 26 будут более 10; след., последним делителем должно быть число 26; всех делптелей должно быть столько же, сколько цифр в частном; поэтому первым делителем будет число 26,8432. Первым делимым будет данное делимое, укороченное додесятых долей с избыт. Делим.

32547, 9| 26,8432|3 26843, 2 1212,5 5704,7 5368,6 336,1 268, 4 67,7 53,6 14,1 13,4 Погрешность в последнем остатке р0,1(1,8.5+1) или р1. Исправленный остаток 0,7—р, будучп разделен на делителя , даст положительное или отрицательное число, меньшее О,1. След. пределы погрешности в найденном частном бу дут -10,1.

Примър II. Найти частное от деления 82434727 на 91547 с точн. д0-+0,1.

Цпфра найвысшого разряда частного будет означать сотни , а цифра найнисшого разрида должна означать десятыя долп;

след. в частном должно быть вычпслено 4 ппфры. Последний делитель должен быть по крайней мере на 1 бодее
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- 53 пронзведения 1,8.4 = 7,2; поэтому последним делителем будет первая цпфра делителя 9, а первым делителем будет число 9154; делимое надо укоротить так, чтобы составплось число, большее первого делителя; след. первым делимым будет 82435. Делим 82435 91547 82392 900, 4 Проверим, действительно ли погрешность менже О,1.

Остаток 7 означает 7000. Иогрешность в остатк р1000.(1+1,8.4) или р8200. Отсюда следует, что р может быть менве и более остатка; если р менее 7000, то исправленный остаток 7000—р, будучи разделен на делителя 91547, даст поправку частного, меньшую+0,1; если же случится , что р7000, то абсолютное значение разности 7000—р во всяком случае менее 8200, и это последнее число, будучи разделено на делителя, даст поправку частного, тоже меньшую О,1. Итак, во всяком случае погрешность в частном менее одной единицы найнисшого разряда (частного же).

Пример III. Найдем частное от дедения 5347838 на 7,41356 с точн. до-1-1000.

Цифра наивысшого разряда частного будет означать сотни тысяч, а так как цифра найнисшого разряда должна означать тысячи, то надо вычислить для частного три значущих цифры. Последний делитель должен быть покрайней мере одной единицей болве произведения 1,8.3 = 5,4; след. последним двлителем надо принять 7, а первым делителем 7,41; первым делимым будет 5348. Делим 5348 7,41 3 5189 721 Искомое частное будет равно 721000-+1000.
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54 – Пример IV. Найдем частное от деления 17 на 68,3415274 с точн. до-+0,00001.

Первая цифра искомого частного будет означать десатыя доли; след. в искомом частном надо вычислить пять цифр.

Последний делитель должен быть по крайней мере равен произведению 1,8.5=9, потому что делимое точное число; след.

последним делителем будет число 68 и первым 68,3415, а первым делимым будет 17,00000. Дълим 17,00000| 68,3415|2 13 66830 0,24875 3,33170 2,73366 0,59804 0,54672 0,05132 Примър V. Найдем частное от деления 65847,3418 на 503,84 с точ. до—10,001. Первая цифра частного будет означать сотни; след. в частном надо вычислить 6 цифр. Последним делителем будет 50, так как произведение 1,8.6=10,8. Для составления перкого делителя надо присоедпнить к 50 еще пять цифр, но так как у нас пяти цифр нет, то недостающия цифры дополняем нулями. Первым делимым будет число 65847,35. Делим.

65847,35|5038400 50384,00 130,691 15463,35 15115,20 348,15 302,30 45,85 45,34 0,51 0,50 ,01
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Погрешность в полученном здесь остатке менве 0,01(1+1,8.3), так как при умножении делителя на сотни десятки и единицы частного не было сделано никакой погрешности 46. При обыкновенном делении каждый из остатков всегда менве делителя, умноженного на единицу последней из определенных цифр частного, т. е. первый остаток менље делителя , умноженного на единицу первой цифры частного, второй остаток менее делителя, умноженного на единицу второй цифры частного, ит.д. При делении же по способу Гюи тоже большею частью каждый из остатков менее соответствующого ему делителя, умноженного на единицу последней из вычисленных цифр частного. Так по крайней мере было во всех разсмотренных нами примерах. Но случается иногда, что один из остатков равен соответствующему ему делителю, умноженному на единицу последней из найденных цифр частного . При выводе условия, при котором погрешность в частном не превзойдет единицы найнисшого разряда, мы не предполагали этого случая; поэтому этот случай надо разсмотреть отдельно.

Найдем частное от дления 1994,46098 на 37,489935 с точн. до0,001. Цифра найвысшого разряда частного означает десятки; поэтому в частном надо вычислить пять значущих цифр. Последний делитель должен быть, согласно с выше выведенным правилом, по крайней мере на 1 более произведения 1,8.5=9; след. последним делителем надо принять 37, а первым делителем 37,4899. Делим.

1994,461 37,4899|3 1874,496 53,1 119,965 112.469 7,496 3.,748 3,748 Третиии остаток оказался, равным третьему делителю, умноженному на единицу третьей цифры частного. Не продолжая деления, можно предвидеть, что все следующия цифры частного будут равны 9 и каждый из последующих остатков
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будет не менве делителя, умноженного на единицу соответствующей цпфры частного. Докажем, что 53,199 есть приближенное частное с точн. до-+0,001; для этого докажем, что 53,200 есть приближенное частное с изб. и с точн. до 0,002.

Взяв вместо последней из нап̆денных цифр частного 1 цпфру 2 п умножив на эту цпфру делителя, мы получаем произведение 7,497. Вычтя это число из второго остатка, мы получим для третьего остатка отрицательное чпсло —0,001.

Иогрешность в этом остатке р менее 0,001(1+ 1,8.3) = 0,0064;

след. исправленный остаток будет —0,001—р; абсолютная вен этого осттка мен 0,001(2 + 1,8.3), и а fortioи мен 0,001(2+1,8.5). Но по условю 1+1,8.5 мен последего длителя, а 2+1,8.5 мен удвенного последного делтеля, а потому абсолютная велпчина исправленного осгатка менђе делителя , умноженного на 0,002. След. поправка частная менее 0,002, пли 53,200 есть приближенное частное с точн. до 0,002 с избыт., а 53,199 есть приближенное частное с точ. до—0,001.

Из этого примера следует, что еслн одпн пз остатков при делении до способу Гюн окажется равным соответствующему ему делителю, умножепному на единпцу последней пз вычисленных цпфр частного, то можно прекратить деление , так как не вычисленныя цифры делимого всегда равны 9.

47. Из всего сказанного вытекает следующее прасило для вычисления частного с заранъе заданной точностью по способу Гюн. Прежде всего надо определить число цпфр искомого частного ; потом надо в делителе отделпть слева для последнего делителя столько цифр, чтобы из них составплось число , покрайней мере на 1 более пропзведения 1,8 на чпсло цифр частного. Для составления первого делителя надо к последнему делителю присоедить столько цифр неукороченного делителя, сколько цифр в частном без одной. Кроме того в делителе удерживается еще одна лшняя цифра для того, чтобы можно было прпбавить к произведению первого делптеля на первую цифру частного десятки от умножения первой из оторасываемых цифр делителя на первую цифру частного . Затем в делимом удерживают столько цпфр, сколько цпфр в первом делптеле, если первая цпфра делпмого более первой цифры делителя, или же одной цифрой более, если первая цифра делимого менее первой цпфры делптеля, и ос
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тальныя цифры отбрасывают; последнюю из удержанных цифр делимого увеличивают на 1.

Это правило выведено в том предположении, что укороченное по вышензложенному правилу делпмое есть приближенное число с изб. и с точн. до 1 найнисшого разряда, и укороченный делитель есть приближенное число с нед. и с точи. до 1 найнисшого разряда.

48. Если делимое и делитель не даны, но могут быть вычислены с какой угодно точностью, то руководствуясь только что пзложенным правилам не трудно определить, с какой точностью надо вычислить делимое и делителя, чтобы можно было вычислить частное с требуемой точностью. Чтобы показать , как следует разсуждать в таком случаљ, вычислим следующую формулу:

ab cd T a= 43,14821352,b= 7,4030184 c= 8,41203041,d=5,6314021 с точн. до-1-0,001 Допустим, что вычисление будет проведено в слмдую щем иорядке: I) ав, II) с, III) —. Прежде его пределяем cd цпоры найвысшого разряда двлимого и делителя. Цира найвысшого разряда делимого ав будет 3 сотни, а цифра найвысшого разряда делителя будет означать 4 десятка. Зная это, мы узнаем, что цифра найвысшого разряда частного будет означать единицы, а так как цифра найнисшого разряда согласно с требованием должна означать тысячныя доли, то в искомом частном должно быть вычислено 4 значущих цифры . Последний делитель должен быть по крайней мере на одну единицу более произведения 1,8.4= 7,2, а так как первая цира делителя 4, то для последнего делителя надо отделить первыя две значущия цифры, к ним надо присоединить еще три цифры для составления первого делителя и еще одну цифру для поправки произведения первого делителя на первую цифру частного ; след. в делителе должно быть вычислено шесть цифр.

Так как первая цифра делителя означает десятки, то шестая будет означать десятитысячныя доли; след. делителя надо вычислить с точн. до+0,0001. Теперь определим, с ка
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58кой точностью надо вычислить делимое. Можно разсуждать двояко . Цереое разсуждение: Первый дедитель состоит из пятп цифр, а первое делимое должно состоять из пяти, или шести цифр, смотря потому более, или менее первой цифры делителя первая цифра делимого; первая цифра делимого 3, а первая цифра делителя 4; след. в делимом надо вычислить шесть значущих цифр, а так как первая значущая цифра означает сотни, то шестая будут означать тысячныя доли, след.

делимое надо вычислить с точн. до—0,001. Второе разсужде ние. Единица найнисшого разряда делимого должна быть равн произведению единицы найнисшого разряда первого делител т. е. 0,001, умноженной на единицу найвысшого разряда частна го, т. е на 1. След., делимое надо вычислить с точн. до—0,00 Чтобы вычислить делимое а с точн. до —0,001, надо п правилу § 13 предварительно вычислить ав с точн. до—10,000 по способу Ухтреда и полученное произведение укоротить н одну цифру для приведения его ко второму каноническому вид Делителя сд надо вычислить с точн. до+0,0001, а для это надо предварительно вычислить его (по § 13) с точн. до—10,0000 и потом посредством укорачиванья на одну цифру надо бу дет привести ко второму каноническому виду. Но сейчас будет выяснено, что можно, вычислив делимое с точи, д +0,001, а делителя с точн. д0-10,0001, найти частное с требуемой точностью, если только мы немного изменим выв денное выше условие, которому должен удовлетворять после, ний делитель, чтобы искомое частное получилось с требуемо точн. Поэтому вычислим делимое с точн. д0—+0,001, а дел теля с точн. д0-10,0001.

43, 14821 81 03047 302 03747 17 25928 319,42692 ab=319,427-+-0,001 8,412030 9.141365 42 060150 5 047218 47,371660 cd=47,3717-+-0,0001
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– 59 – Возьмем делимое а с точн. до —0,002, а делителя с .0+0,0002.

Делим по способу Гюи.

319,428| 47,371|6 284.229 6.743 35,199 33,159 2,040 1,894 0, 146 0,141 0,005 Определим теперь погрешность в полученном остатке р. Найдя первую цифру частного 6, мы умножили первого делителя на 6 и увеличили последнию цифру произведения на 3, означающие десятки от умножения отбрасываемой цифры 6 на первую цпфру делителя 6; от этого произошла погрешность не превышающая 0,0009; кроме того мы совсем не умножили на 6 поправки делителя, которая менље 0,0002; происшедшая от этого погрешность всегда менее 0,0018. След. вся погрешность в пронзведении делителя на первую цифру частного менве 0.001.0.9.3. Погрешность в каждом из остальных произведений делителя на каждую из цнфр частного не превосходит 0,001.0,9.2. Поэтому погршность во всем произведении делителя на найденное частное мене 0,001.0,9(2.4+1). Для получения остатка 0,005 мы вычли из прпближенного делимого число, меньшее, чем следовало, на величину р0,001,09(2.41).

Поэтому получили большей остаток, чем следовало, и погрешность в этом остатке равна погрешности в делимом, которая менее 0,002; сложенной с погрешностью р. След, вся погрешность в остатке менље 0,002+р, или менее 0,001.2 +0,001.0,9(2.4+1) =0,001(2+0,9(2.4+1)) Этот предел погрешности в остатке можно заменить следующим : 0,001(1,8.4+3). Чтобы погрешность в частном не превзошла одной едпницы найнисшого разряда частного, надо, чтобы эта погрешность не превзошла 0,001, умноженной на последнего делителя, или чтобы последний делитель 47 был по крайней мере равен 1,8.4+3, или, что одно и то же, был
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покрайней мере на 3 единицы более произведения 1,8 на чи ло цифр частного 4. Так как это условие соблюдено в только что произведенном делении, то погрешность в нап̈ денном нами частном менее 0,001.

49. И так если предъявлено требование вычислить с заранъе заданной точностью частное от деления двух чисел г и з, которыя не даны, но могут быть вычисдены с точи. до единицы какого угодно разряда с нед. или с изб., надо поступать следующим образом:

Прежде всего определяем цифры найвысшого разряда делимого и делителя, а затем и частного. Потом, принимая во внимание значение единицы найвысшого разряда и значение единицы найнисшого разряда частного, разсчитываем, сколько надо вычислить цифр в частном. Потом берем произведе ние 1,8 на число цифр частного и, зная цифру найвысшого разряда делителя, соображаем, сколько цифр надо отделить в искомом делителе для последнего делителя, зная, что последний делитель должен быть по крайней мере на 3 еди· ницы более пропзведения 1,8 на число цифр частного. Затем разсчитываем, сколько всего цифр надо вычислить для делителя , зная, что в делителе надо вычислить кроме цифр последнего делителя еще столько цифр, сколько цифр в частном. Затем разсчитываем, с какой точностью над вычислить делимое, зная, что единица найнисшого разряда д лимого равна единице найнисшого разряда первого делителя умноженной на единицу найвысшого разряда частного. Когда будут вычислены делимое и делитель по этому разсчету с точн. до единицы найнисшого разряда, тогда последнюю цифр делителя уменьшаем, а последнюю цифру делимого увеличп ваем на единицу и производим деление по способу Гюн помня, что последняя цифра делителя предназначена только для поправки произведения первого делителя на первую цифру частного.

m
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Извлечение квадратного корня.

50. Извлекаем квадратный корень из 53837347 с точн.

цо+1 по обыкновенному способу.

V53-83-73-47—7337 143/483 1463|5473 14667 108447 Докажем, что остаток, получаемый при извлечении квадратного корня с точн. до + 1 (в нашем примере число 5778) не более удвоенного квадратного корня (т. е. 2.7337).

Пусть а означает VA с точн. до+1, а  остаток. Тогда A=a ²+R (a+1) —  +2+1 CI. a 2+R{a ²+2a+1, R(2a+1, A ((at1) ил или Докажем теперь следующую теорему: Если мы уменьшим подкоренное число А на число, меньшее 2а, и извлечем квадратный корень с точн. до+1, то получим иди то же самое чил а, или же чил, меньшее на 1, т. е. а —1.

Доказательство. Уменьшим подкоренную величину А на к и определим, каково должно быть к, чтoбыVA —к был не менве а—1.

A=²+R A–л=(a–1) ² л a ²+R–)= ²-2+1 ––2+1 к–R{=2a–1 к {–1 k (2a пл или или пли Из доказанного нами предложения следует: если подкоренную величину А уменьшим на число, меньшее двойного квадратного корня из А, и из полученного уменьшонного чи
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сла извлечем квадратный корень с точн. до+1, то найденное таким образом число будет квадратным корнем из А с точн. до+2. Увеличив это число на 1, мы подучим квадратный корень из А с точн. до+1.

51. Эта теорема дает нам возможность укоротить подкорснную величину на одну, плп несколько цифр. Обратимся к нашему примеру:

V33837347 — 7337+ Если мы уменьшим подкоренную величину на число, меньшее 2.7337, и из уменьшонного числа извлечем квадратный корень, то получпм приближенное значение V53837347 с точи.

до+2. Так как 73371000, то можно уменьшить подкоренную величину на число, меньшее 2000. Уменьшим ее только на 1347, т. е. замеипм едпницы, десятки и сотии нулямп. а цифру тысяч уменьшим на 1 и из подученного чпсла 53836000 извлечем квадратный корень с точн. до+1; полученный корень будет непременно приближенным квадратным корнем из данного числа 53837347 с точн. до +2.

Число 53836000 есть подкоренная величпна, укороченная до тысяч, и взятая с точн. до двух едпниц найнисшого разряда с нед., т. е. с точн. до+2000.

Мы показалп, что в разсмотренном нами примере подкоренную величину можно укоротить на три цпфры, т. е. на столько цифр, сколько цпфр в корне без одной. Таким же образом можно показать, что для получения квадратного корня пз 53842 с точн. до+2, можно это чпсло укоротить на две цпфры, т. е. взять V53700 вместо V53842. Обобщая только что выясненное на частных примерах, мы можем формулпровать следуюшую теорему: Еслп при извлечении квадратного корня из целого чисда мы укоротпм подкоренную велпчппу на столько цифр, сколько цифр в корне без одиоии, и уко роченное число возьмем с точи. до двух едпниц найнпо шаго разряда с нед., то получим приближенное значение квадратного корня с точи. до 2 едпниц с нед.

52. Разсмотрпм теиерь укорачивание подкоренной велпчпиы при извлеченип квадратного корня с точн. до единпцы какого угодно разряда.

Требуется извлечь квадратный пз 437,841378443 с точи.

до—+0,001. Если данное чпсло увеличпм в 1000000 раз, из א
66

a e ה полученного числа 473841378,443 извлечем квадратный корень с точи. до 1, и вычисленный корень уменьшим в 1000 раз, то найдем искомый корень с точн. до +0,001. При извлечении квадратного корня из 437841378,443 мы можем укоротить (по доказанной теореме) это число, начиная с единиц, на 4 дифры, т. е. вместо 437841378,443 можно взять 437830000.

Отсюда уже следует, что вместо V437,841378443 можно взять 437,830000 или V437,83, т. е. для вычисления V437,841378443 с точн. до—10,001 можно подкоренную величину укоротить, начиная с миллионных долей, на 4 цифры, пли на столько цифр, сколько цифр в корне без одной.

Итак при извлечении квадратного корня с точн. до—11 какого угодно разряда можно подкоренную величину укоротить следующим образом: сперва можно укоротить до той цифры, коей каждая единица равна квадрату единицы найнисшого разряда искомого корня, а потом еще раз укоротить на столько цифр, сколько цифр в квадратном корне без одной.

Прим. И. При извлечении квадратного корня из 53,7348726 с точн. до—10,01 можно число, укороченное до десятитысячных долей, 53,7348 укоротить еще на две цифры и взять его с точн, до двух единиц найнисшого разряда с нед., т. е.

взять 53,72.

Ирим. II. Вычислить V37842483,14 с точн. до—1–10. Вместо этого вычисляем V37830000 с точн. до+10 и получаем искомый квадратный корень с точи. до+20.

Прим. III. Вычислить V 0,000378426842 с точн. д0—+0,0001.

Вместо этого можно вычислить V0,000377 с точн. д0—10,0001.

53. На этом укорачиваньи основан сокращенный способ еычисления кеадратного корня из такого числа, которое еще не вычислено, но может быть вычисленно с какой угодно точностью . Разсмотрим этого рода вычисление на нижеследующпх примерах:

Иример И.

Положим, требуется вычислить с точн. до1.

x= V53741,8478,2010, 71305 Целая часть подкоренной величпны будет выражаться 9ю цпфрами, след. в искомом квадратном корне будет пять цифр. Если бы мы вычпслили подкоренную велпчину со
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„ 64 вершенно точно, то для извлечения квадратного корня с точн.

до-1 мы могли бы, оторосив дробную часть подкоренноии величины, укоротить еще целую часть ея на 4 цифры, т. е.

укоротить до десятков тысяч; поэтому подкоренную величину достаточно вычислить с точн. до+20000, или что одно и то же, с точн. до-+10000.

Умножаем по способу Ухтреда.

53741,8 17010 2 107483 6 108058 6 Получаем 108050000 с точн. до+2000. Извлекаем квадратный корень.

V 1.08.05.00-00=10394 203|805 2069 19600 2078497900 Пример II.

x=10395-1-β.

Вычислить у=VV37–V43 с точн. до—+0,0001. Разсуждаем так: V37 равен 6 с дробью, V43 тоже равен 6 с дробыю, поэтому цифра найвысшого разряда 37+ 43 означает десятки. Цифра найвысшого разряда V 37+V 43 будет означать единицы. Так как у надо вычислять с точностью до+0,0001, то в корне надо вычислять пять значущих цифр. Если бы мы вычислили V37+V43 с очень большой точностью, то мы могли бы это число укоротить сперва до стомиллионных долей и потом еще раз на четыре пифры т. е. до десятитысячных долей. След. доста̀точно вычислить V37+V43 с точн. д0+0,0002, а V 37 и V43 с точн. д+0,0001.
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-65 – V37 = 6,0827+0,0001:

V 43 = 6,5574+-0,0001 V37+V 43=12,6401+0,00027 V12,64010000 — 3,5552 Пример III.

у—3,5553—1-0,00018 Вычислить  = 52378,4137+ V 73 с точн. до-+0,1.

V 73 равен 8 с дробью, поэтому целая часть 52378,4137+V 73 будет выражаться 5-ю цифрами, а целая часть квадратного корня из этого числа будет выражаться тремя цифрами. Весь квадратный корень будет выражаться 4-мя цифрами. Подкоренную величину можно укоротить, начиная с сотых долей, на три цифры, т. е. до десятков. Так как V73 менеедвух десятков, то мы можем его отбросить и тогда V52378,41 будет приближенным значением ꙁ с требуемой точностью.

V 5.23.78,41 – 228,8 448 3978 4568|39441 =228,9-+-0,1.

Извлечение кубического корня.

54. Извлекаем кубич. корень из целого часла 53784237 с точи. до+1 но обыкновенному способу.

V 53-784-237 =377 27 26 784 3 131 237 2 929 633 201 604 Найденное таким образом число 377 есть приближенный кубический корень из целого числа 53784237 с точи.
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-68 до +1, а 201604 —остаток. Пусть в означает кубический корень из целого числа В с точн. до+1, а —остаток, или разность В—3.

Если предъявлено требование вычислить вубический корень из целого числа В с точн. до -1 или, что одно и то же, с точи. до-2, то подкоренное число можно укоротить на несколько цифр. Разсмотрим это укорачиванье.

Определим сперва, каково должно быть к, чтобы –7– Это неравенство, коему должно удовлетворять к, можно преобразовать следующим образом:

Так как В–к☝или=(–1) ³ B= 3+ ro a 3+–)= ³–3 ²+–1, л =²–3+1+.

Этому неравенству можно удовлетворить при всяком пл = ²– =(–1) k= (b–1)² или или Здесь —1 есть приближенное значение кубического корня из В с точн. до+2.

И так целое число В, из которого надо извлечь кубический корень с точи. до2, можно уменьшить на всякое число, не превышающее утроенного квадрата искомого приближенного кубического корня.

Обратимся к нашему примеру. Кубический корень из 53784237 болже 300, поэтому это число можно уменьшить на число, равное 3.(300)²= 270000, или на меньшее число. Умень шим его только 184237; тогда получим 53600000. Если мы извлечем кубический корень из этого числа с точн. до-1, то получим 377, т. е. тоже число, которое было получено по извлечении кубического корня из точного числа. Если бы остаток от извлечения кубического корня из 53784237 был менље 184237 (даже если бы он был нуль), то кубический корень из уменьшенного таким образом числа, конечно, был бы меньше 377, но не меньше 366.

55. Требуется извлечь кубич. корень из 937842638413,642 с точн. до†2. Очевидно, мы можем отбросить дробную часть этого числа, т. е. укоротить до единиц. Это будет переое уко
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- 67 – рачиеанье. — Принимая во внимание, что целая часть данного числа выражается 12-ю цифрами, мы заключаем, что искомый кубический корень будет выражаться четырмя цифрами, или будет более тысячи; поэтому мы можем уменьшить подкоренную величину на число, равное 3.(1000)2= 3000000, т.е. мы можем укоротить до миллионов и взять укороченное число с точи.

до двух, или до трех единиц найнисшого разряда, т. е.

взять 937841000000. Это будет сторое укорачиеанье. Для этого укорачиванья можно дать следующее правило: если искомый кубический корень будет выражаться п цифрами, то подкоренную величину можно укоротить, начиная с единиц, на 2п—2 цифры и взять укороченное число с точи. до двух, или до трех единиц найнисшого разряда с недост. В самом деле, если искомый корень выражается п цифрами, то он более 10"—¹, а потому подкоренное число можно у меньшить на 3.10²п—2 или укоротить на 2п— 2 цифры.— Укороченное таким образом число можно еще укоротить на одну, или две цифры, если мы примем во внимание цифру найвысшого разряда искомого кубического корня. Кубический корень из взятого нами числа болже 9000; поэтому подкоренное число можно уменьшить на число, равное 3.(9000)²= 283000000, или наменьшее число. Если мы его укоротим на две цифры, начиная с миллионов, то сделаем погрешность менве 100 миллионов; поэтому после второго укорачиванья (до мидлионов) мы можем укоротить это число еще на две цифры, т. е. до сотен миллионов, и взять укороченное число с точн. до двух единиц найнисшого разряда . Это будет третье укорачиванье. Для этого укорачиванья можно дать следующее правило: В третий раз можно укоротить на одну цифру, если утроенный квадрат первой цифры искомого кубического корня более 20, или на две цифры, если он более 200, и укороченное число взять с точн. до двух единиц найнисшого разряда с недостатком.

Примеры на укорачиванье:

И) Извлечь кубический корень из 72348632,841 с точи.

+2.

Переое укорачиванье: 72348632.

Второе укорачиванье: В искомом кубическом корне будет три цифры; поэтому подкоренное число можно укоротить,
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68 – начиная с единиц, на 2.3—2=4 цифр, т. е. до десятков тысяч. Тогда получим 72340000.

Третье укорачиванье. Цифра найвысшого разряда пскомого кубического корня будет 4. Утроенный квадрат этой цифры будет 48. Можно укоротить на одну цифру. Получаем 72200000.

II) Извлечь кубический корень из 7432643548,743 с ТОчН. д0-+1.

Первое укорачиванье: 7432643548.

Второе укоричиванье. В искомом кубическом корн будет 4 цифры. Можно укоротить на 2.4—2=6 цифр. Иолучаем 7431000000.

Третье укорачиванье. Иифра найвысшого разряда пскомого куб. корня 1. Утроенный квадрат этой цифры 3 менље 20; поэтому более укоротить нельзя.

56. Правило укорачиванья числа, из которого надо пзвлечь кубический корень с точн. до-1, можно распространить и на на случай извлечения корня с точн. до единицы какого угодно разряда, так же точно как это сделано для квадратного корня . Тогда можно формулировать следующее общее правило укорачиванья Число, из которого надо извлечь кубический корень с точн. до единицы какого угодно разряда, можно укоротить три раза. Первый раз можно укоротить подкоренное число до той цифры, каждая единица которой равна кубу единицы найнисшого разряда искомого корня. Второй раз можно укоротить число еще на 2п—2 цифры, если в искомом корнљ надо вычислить п цифр. Наконец в третий раз можно еще укоротить на одну цифру, если утроенный квадрат первой цифры искомого корня более 20, или на две пифры, если он боле 200.

Примеры на укорачиванье:

1) Извлечь кубический корень из 94784,263483 с точн.

до-10,1.

Первое укорачиванье. Куб единицы найнисшого разряда искомого куб. корня (0,13) равен 0,001; поэтому можно данное число укоротить до тысячных долей; тогда получим 94784,263.

Второе укорачивание. В искомом корне будет 3 цифры;

можно укоротить, начиная с тысячных долей, на 4 цифры, т. е. до десятков. Тогда получим 94780.
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– 69 – Третье укорачиванье. Первая цифра искомого куб. корня будет 4. Утроенный квадрат этой цпфры 48 более 20; поэтому можно укоротить еще на одну цифру и тогда получим II) Извлечь кубический корень из 0,073485739747 с тчН. д0-+0,001.

Первое укорачиванье: 0,073.485.639.

Второе укорачиванье: 0,07347.

Третье укорачиванье: 0,0733.

III) Извлечь кубическй корень из 3748534832,63 с точн.

до-1-10.

Первое укорачиванье: 37485634000 Второе укорачиванье: 37470000000 Третье укорачиванье: 37300000000 57. Зная, на сколько цифр можно укоротить число, из которого надо извлечь кубический корень, можно сообразить, с какой точностью надо вычислить подкоренную величину, если она еще не вычислена, но может быть вычислена с какой угодно точностью. Чтобы показать, как надо разсуждать в таком случае, вычислим z= 37, 42831492.834, 13752341 с точн. д0+0,01.

Допустим на время, что подкоренная величина вычислена совершенно точно. Тогда ее можно укоротить три раза: 1) Зная, что цифра найнисшого разряда искомого кубич. корня должна означат сотыя доли, мы укорачиваем подкоренную величину сперва до миллионных долей. 2) Цифра найвысшого разряда искомого куб. корня будет означать десятки, потому что цифра найвысшого разряда подкоренной величины будет означать десятки тысячь. В искомом куб. корне будет 4 цифры, а потому можно подкоренную величину укоротить еще один раз, начиная с милионных долей, на 2.4 —2=6 цифр, т. е.

до единиц. 3) Наконец, зная, что подкоренная величина более 30000, а след. цифра найвысшого разряда искомого кубич. корня будет 3, мы определяем произведение 3.3²= 27 и находим возможным укоротить подкоренную величину в третий раз еще на одну цифру, т.е. до+20. Итак умножение под знаком кубического корня надо произвести с точн. до20.
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Вычисляем:

= 31200 =31,48+0,02v.

2=31,49-+-0,01.

31:200 =31,48 27/4200 2883 1409000 1168144 295788/240856000 237233792 3622208
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Вычисление алгебраической формулы с требуемой точностью.

58. Мы разсмотрели сокращенные способы вычисления суммы , разности, произведения, частного, квадратного и кубического корней с заранђе заданной точностью. Теперь можем приступить к вычислению алгебраических формул. Приемы приближенных сокращенных вычислений алгебраическпх формул легче всего выясняются на примерах. Сделаем несколько вычислений этого рода.

Вычислим площадь круга Р, коего радиус г= 470,01372 метра с точностью до—500 кв. м.

Алебраическое ршене: ².

Порадок вычисления: 1) г², II) т².

Анализ вычисления. Согласно с § 15 надо вычислить Р с точн. до—+100. Положим, что г² вычисленно уже с достаточно большой точностью; тогда для получения произведения т.г² по правилу Ухтреда, с точн. до—+100, надо единицы числа подписать под единицами число г². След. г² достаточно вычислить с точи. до+1.

Вычисление.

470,0137 731 0074 1880 6548 329 0091 220912,78 220912+2 P=694000-+-500.

59. Вычислить х= с точн. до-10,5, полагая а= 310,3123, b=154,0789, c=415,68874.
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Порядок вычисления:I) –, II)V, III)V. Для анализа вычисления надо определить единицы найвысшого разряда числа – и числа в. Единицы найвысшого разряда числа  будут десятыя доли, а числа в десятки.

Анализ вычисления. Чтобы вычислить х с точя. до—10,5, надо по § 15 предварительно вычислить х с точн. до +0,1.

Чтобы вычислить произведение —. в с точн. до10,1 надо по правилу Ухтреда подписать едпницы множителя Vь под тысячными , а десятки под десятитысячными долями множимого -; след. — надо вычислать с точн. до+0,0001. Под цирой найвысшого разряда множимого —, означающей десятыя доли, будет подписана пифра множителя уь, означающая сотыя доли; след., Vв надо вычислить с точи. до+0,01 Все сказанное до сих пор полезно записывать следующим образом:

ח Порядок вычисления.

N Единицы найвысшого разряда.

Надо выч.

с точи. до +-0,0001 + 0,01 1-0,1 Вычисление. Деление а на с должно быть произведено с точн. до—+0,0001; след. в частном будет 4 цпоры. Последний делитель по правилу § 47 должен быть покрайней мере на 1 единицу боле пронзведения 1,8.4= 7,2; поэтому он будет 41.

Первым делителем будет число 41568, а первым делимым 310313.
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310313 415688 =0,7465 V1.54.07.89 – 12,40 244 1007 Vb = 12,40 =9—+ -0,50 60. Но данной сторон правильного пятиугольника а=43,01024 вычислить его апофему 1 с точн. до—+0,00005.

Амебраическое решение 1=  а 5+2V 5 Упрощение формулы. Для приближенного вычисления этой формулы полезно преобразовать ее в следующий вид.

1 = a  0,25+ V0,05 =p.

Определяем порядок вычисления и единицы найвысшого разрлда для результатов каждого из ариометических действий и записываем это в нижеследующую таблицу, которую будем называть синоптической таблицей, пли зупорив.

ח N Синоптческая таб́лца.

1 = a V 0,25 + V0,05 =ap.

Поряд. вычжел.

10,5 0,25 + V0,05 V0,25 + V0,05 =p Единицы найвысш.

разяда.

десятыя доли десятыя доли десятыя доли Степень точности.

+0, oo0o0o001 +0, 000000001 +0, 00000002 +-0,00001 0,7464 9,252
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74 – Степень точности каждого из ариеметических деиствии, указанная в четвертом столбце синоптической таблицы, определена нижеследующим анализом вычисления.

Анализ вычисления. Чтобы вычислить 1 с точн. д0—+—0,00005, надо предварительно вычислить 1 с точн. до—+0,00001. Предположим , что р вычисленно с достаточно большей точностью;

тогда при умножении р на а с точн. до—+0,00001, надо единицы множителя а подписать под десятимиллионными долями числа Р, а десятки того же числа под стомиллионными. Стало быть, р надо вычислить с точн. до+0,00000002. Теперь надо определить . с какой точн. надо вычислить 0,25+V0,05, чтобы р могло быть вычислено с точн. д0+0,00000002. Искомый квадратный корень из 0,25+V0,05 должен быть выражен 8-ю десятичными знаками, поэтому подкоренную величину можно укоротить по § 52, начиная с 16-го десятичного знака, на 7 цифр; следов. 0,25+V0,05 достаточно вычислить с точн.

д0+0,000000001. С такою же точн. надо, очевидно, вычислять V0,05.

Вычисление.

Vo,05=0, 223606797 443 1600 4466 27100 447206 3040000 2683236 4472127 35676400 31304889 44721349 437151100 402492141 447213587 3465895900 3130495109 Vo, 05=0, 223606797 0,25 0,25 + V0,05 =0,473606797
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IV 0,68819095 4201034 275276380 20645727 29,5992574 II. V0,473606797—0,68819094 128 1136 136811206 13761/26279 137629 1251870 1238861 13763809 130090000 123874281 137638184 691571900 570552736 Примъчание. I и III вычисление можно было бы немного укоротить. Найдя более половины искомых цифр корня, можно найти остальныя цифры, разделив остаток на удвоенную найденную часть корня (См. Алг. Давидова).

61. Определим объем V правильной усвченной четыреугольной пирамиды, у которой сторона нижнего основания а=10,378143 фут., сторона верхного основания =3,010248 фут., а боковое ребро с= 21,014856 фут. с точн. до—10,5 куб. фут.

Амебраическое решение: V= /3 а ²+аь+²] с ²  2 (а -в Преобразование формулы. Чтобы уменьшить число приближенных ариометических действий, которыя надо произвести при вычислении этой формулы, преобразуем ее в следующий вид:

V = [1/3(a -b) 2+ab] Vc 2 -12 (a-b) Установим порядок вычисления и внесем во второй столбец нижеследующей синоптической таблицы формулы для каждого из ариометических действий. Цотом определим значения цифр найвысшого разряда для результатов каждого из ариометических действий и запишем это в третьем столбце той же таблицы. В четвертый столбец будем вносить постепенно степень точности каждого из ариеметических действий, по мере того, как она будет определятся нижеследующим анализом вычисления. Наконец в пятый столбец будем постепенно вносить результаты вычисления каждого из ариеметических действий.

1= 29,5993.
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/3(a –b) 2+ ab] Yc 2 – ½ (a –b тических действ.

a (a –b)² /3(a -b) /2(a -b) ab Єдивицы нӑвысш. Степень точности.

разяд (a-b)+-2b=p 10 c 21/2 (a-b) 2 =q 100 ra Сноитческа табца.

V= Формулы арнежех v=pVq +0,0000001 +0,00001 +0,0001 —0,001 +0,0001 +0,001 +0,0002 +0,002 +0,0002 +0,1 Результаты арне метических дейcri 10,378143 3,010248 21,014856 7,3678950 54,28588 18,0953 27,143 31,2407 441,624 49,3360 414,481 20, 3588 1004,4 Анализ вычисления. Надо V вычислить с точн. до—10,5, а для этого надо (§ 15) предварительно вычислить V с точн. д0—+0,1 Чтобы вычслить р  с точн. до +0,1, надо по правл Ухтреда подписать единицы числа р под тысячными, а десяте под десятитысячными долями числа V; поэтому Vд надо вы чисить с точн. до +0,0002. С такою же точностью надо вы a
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числить и р. Цифра найвысшого разряда  д означает десятки , а цифра найнисшого разряда того же числа должна означать десятитысячныя доли; след. в корне надо получить 6-ть цифр; поэтому, если бы д было вычислено с очень большей.

точн., можно было бы (§ 52) его укоротить, начиная с восьмого десятичного знака (со стомиллионных долей), на 5 цифр, а шестую цифру уменьшить на 1; поэтому  достаточно вычислить с точн. до+0,002. Чтобы вычислить =с²– 2 (а —) ² с точн. до +0,002, надо с² вычилить с точн. до +0,001, а ½ ( –) ² с точн. до—0,001. Чтобы выилить р=(а —) ²+а с точн. до +0,0002, надо 3 (а –) ² и а вычислить с точн.

до +0,0001. Чтобы вычислить з (а —) ² с точн. до +0,0001, надо вычислить (а —)² с точн. до-10,00001. Чтобы вычислить (а—)² с точн. до-+0,00001, надо вычислить а —  с точн.

до—+0,0000001, так как при умножении по способу Ухтреда надо единицы множителя а — подписать под десятимиллионными долями множимого а —.

a=10,378143 b= 3,010248 a – b= 7,367895 Вычисление.

7,3678950 0598763,7 515752650 22103685 4420734 54,2858740 21,0148560 06 5841012 42 0297120 2 1014856 441,624164 (a -b)  = 18,0953 /½ (a –b) = 27, 143 10,3781430 8420103 311344290 1037814 31,2407832 ½ (a -b) 2 = 18,0953 ab = 31,2407 p— 49,3360 c2–441,624 ½ (a - b) 2 = 27, 143 =414,481
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V414;48.10-00-00 = 20,3588 403 1448 4065 23910 40708/358500 407168 3283600 3257344 1004,408 V=1004 куб. ут.

62. Решить предъпдушую задачу, полагая а = 10 фут.

=3 фут., с= 21 фут. с точн. д0-111000 искомого числа и выразить пскомое число с точи. до полуединицы найнисшого разряда.

Амебраическое ршение: V=3 ( 2+а+²) Vc 2 /2 (–)² Упрощение формулы. В разсматриваемом случае упрощение будет состоять в замене букв числами и в производстве точных арпометических действий. Число приближенных действий тогда значительно сократится.

a2= 100 ab = 30 b2= 9 a + +b  139 c2=441 2 (a –b) 2= 24,5 c2 -/2 (a -b)  –416,5 V416,5 =139 V46, 2777...

Для анализа вычисления надо знать цифру найвысшого разряда искомого результата. №46, 277 бодее 6, но менее 7; поэтому искомое число более 800, так что цифра найвысшого разряда будет 8 или 9.

Анализ вычисления. Чтобы вычислить V с точн. д0—11/1000 надо (по § 18) вычпслить столько цифр, чтобы из них составилось число, большее половины знаменателя предела относптельной погрешности 1/1000, т. е. больше 500. Так как первая цифра искомого числа 8 или 9, то первыя три цифры искомого числа составят число, большее 500, а так как первая цпфра искомого числа означает сотни, то надо искомое число вычп
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слить с точи. до полуединицы или до-+0,5. Чтобы вычислить V с точи. до—10,5, надо предварительно вычислить V с точн.

до-10,1. Предположим, что V46,2777. вычислен с достаточно большой точностью; тогда, умножая это число на 139 по правилу Ухтреда, мы подпишем единпцы 139 под тысячными долями, а сотни под стотысячными; след. V46, 2777. надо вычислить с точн. до+0,00001· Вычисление.

V46,2777777777 —6, 80277 128 1027 13602/37777 136047 1057377 136054 10504877 6.80277 945,466 V=945-11/1000V.

63. Объем правильной двенадцатиугольной призмы И=3358 куб. цент., а сторона основания а–9,4027 цент. Определить высоту призмы h с точн. до—+0,05.

Амебраическое решение:

U (2- V3) Упрощение формулы. Для приближенного вычисления этой формулы выгодно изобразить ее следующим образом:

h=– (0,666...– V0,333 . ..) Устанавливаем порядок вычисленил и вносим во второй столбец нижеследующей синоптической таблицы формулы для каждого из арпеметических действий. Опредвляем значения единиц найвысшого разряда для результатов каждого из арпеметических двйствий, при чем для делителя а² определлем и цифру найвысшого разряда и вносим это в третий столбец синоптической таблицы.
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Синоптическая табца.

Формуха h= (0,666...- V0,333...) Порядок вычислсния.

Цпоры найвысшого разряда.

Степень точности.

Результаты a V0,33..

0,66....- V0,33...

a h= –2(0,66...– V0,33) Десятыя доли.

Сотыя доли.

десятков.

Десятви.

—0,00001 +0,00002 0,0002 +0,02 9,427 0,57736 0,08930 88,4107 37,97 3,39 Анализ сычисления. Надо h вычислить с точн. до—10,05 а для этого (§ 15) надо предварительно вычислить h с точн, до 10,01. Предположим, что – и 0,66..–V0,33. уже вычисле ны с достаточно большей точностью; тогда, умножая по спо собу Ухтреда, мы подиишем единицы числа –, под десяти тысячными долями числа 0,66. –V0,33., а десятки подт стотысячными. След. О,66..— V0,33. надо вычислить с точн до+0,00002. Цифра найвыстого разряда множимого означает сотыя доми; под ней будут подписаны сотыя доли чпсла след. –, надо вычислить с точн. до+0,02. Чтобы вычислить 0,66...— V0,33... с точн. до+0,00002, надо V0,33...
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81 вычислить с точи. до—0,00001. Теперь определяем, с какой точностью надо вычислить а’, чтобы частное от деления U на а’ получилось с точн. до0,02. Целая часть искомого частного есть двузначное число, десятичных знаков должно быть 2;

след. в частном надо вычислить 4 цифры, а потому по § 49 последний делитель должен быть натри единицы более произведения 1,8.4=7,2. Первая цифра делителя 8; поэтому для последнего делителя надо отделить две цифры. Кроме того надо еще вычислить столько цифр в делителе а², сколько пифр в частном, т. е. 4. И так в делителе аꙿ надо вычислить шесть пифр, из коих две составят целую часть, а осгальныя четыре цифры будут десятичными знаками; след. а чадо вычислить с точн. до+0,0002.

Вычисление V0,333... =0,57735 9,402700 84624300 3761080 88,410764 335800| 88,410|7 265232 37,98 0,66666 0,57736 0,08930 0,08930 3,3898 h=3,4 -+-0,05= 64. Определить радиус шара г с точн. до-+0,1 фута, если объем шара V= 137842,234 куб. фута.

Амебраическое решенге: г Норядк илня:  V, 1I) 4, III) Цифры найеысшого разряда записаны в нижеследующе синоптической таблице.
85

- 82 – Снпттеока таб́лца.

Формул = Порядок вычисления Цвфры найвыспого д.

Надо вычис.

с точн. до – 200 +0,002 +200 10,1 Результаты.

3,14159 137842,234 12,566 Анализ сычисления. Допустим, что ЗV:4т вычислено уже совершенно точно; тогда для вычисления кубического корня из этого числа с точн. до-10, 1, можно его укоротить (§ 56) в первый раз до тысячных долей, во второй раз на четыре пифры (потому что в искомом корне будет 3 цифры), т. е. до десятков , и наконец, в третий раз еще на одну цифру, (потому что утроенный квадрат первой цифры искомого корня более 20), т. е. до сотен; и так 3V:4т надо вычислить с точн.

до+200.–Цифра найвыстого разряда частного от дехения ЗV на 4п означает десятки тысяч, а цифра найнисшого разряда должна означать сотни; след. искомое частное будет выражаться тремя значущими цифрами, а потому для последнего делителя надо отделить столько цифр, чтобы составилось число, большее 5,4 на три; след. последним делителем будет 12.

Кроме 12 надо вычислить еще три цифры, след. 4т надо вычислить с точн. до+0,002. Для делимого надо вычислить четыре цифры, а так как цифра найвысшого разряда 3V означает сотни тысяч, то цифра найнисшого разряда должна озмачать сотни; потому 3V надо вычислить с точн. до —200.
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Вычисление.

III 4136 1256| 6 IV  32800=32,0 27/5800 1024 /320, 00 = 32,1 -+0,1λ 65. Даны неравныя ребра прямого прямоугольного параллелепипеда а, в, с. Требуется вычислить его диагональ с точностью до-+0,5 дюйма, если a= 143,784126 g., b= 80,140573 A., c=107,410693 A.

Алебраическое ршение:  а2+2с² Порядок вычисления и цифры найвысшого разряда внесены в нижеследующую синоптическую таблицу.

Синоптическая таблца.

Порядок вычисления a2+b2+c2 Va2+2+2 d = Va 2+b2+c2 Цфры найвысшого Степень точности.

разряда.

десятыя дол произведения Ухтреда десятыя доли провзведения Ухтреда десятыя доли произведения Ухтреда +20 10,1 Результаты.

143,784126 80, 140573 107, 410693 20672,4 6422,4 11536,6 196,6
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Анализ сычисления. Надо вычислить d с точн. до —+0,5 для этого надо по § 15 предварительно вычислить d с точн.

до+0, 1. Допустим, что а²+ ²+с² вычислено совершенно точ.

но; тогда для извлечения квадратного корня из а²+²+с² с точн. до +0,1, можно это число укоротить сперва до сотых долей, а потом еще на три цифры, т. е. до десятков, потому что в искомом корне будет 4 цифры. След. а ² +b ²+ с² надо вычислить с точн. до +20, или, что одно и то же, с точн.

до+10. Чтобы вычить а ²+²+с² с точн. до-+-10, надо по § 28 вычислить а², в² и с² с точн. до+1. Чтобы вычпслить а², в² и с² с точн. до -+1, надо произвести умножение а на а, в на  и с на с по способу Ухтреда или Гюи, так чтобы в неукороченных пропзведенинх получились сотыя доли, и затем, укоротив пропзведения до единиц, привести их к первому каноническому виду. Можно поступить пначе: Вычислив по способу Ухтреда или Гюи а², в² и с², мы можем сложить неукороченныя произведения (с сотыми долями) и укоротить сумму на три цнфры. Но очень часто достаточно бываетт укоротить вычисленную таким образом сумму только на две знака для приведения ея к первому каноническому виду, а по тому достаточно вычислить а², в² и с² так, чтобы в неуко роченных произведениях получились не сотыя, а только де сятыа доли, потому что очень редко погрешность в сумм двух, или трех неукороченных произведений Ухтреда, или Гюн превзойдет сто единиц найнисшого разряда. Поэтому вычислим а², в², с² так, чтобы в неукороченных произведениях получились только десятыя доли.

143,784 487 341 143 784 20672,4 Выцисление, 6422,4 10741 0 01470 1 10741 0 11536,6
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85 a "=20672,4 +2,9:

b– 6422,4–+-2,2 = 11536,6 +1,57 +b+- 631,4|6,6 "+b+= 38630+8 V3-86-30— 196,5 29/286 386/2530 3925/21400 = 196,6-+-0,15 d=197-+-0,55 Примъчание. Если бы случилось, что предел погрешности в найденной таким образом сумме превзошел сто единиц найнисшого разряда, но был менже 200 единиц найнисшого разряда, то и тогда можно было бы найти искомый корень с требуемой точностью, извлекая квадратный корень из неукороченной суммы. Если бы случилось, что предел погрешности в найденной таким образом сумме превзошел и 200 единиц найнисшого разряда, тоитогда, умножая по способу Гюи, можно было бы понизить предел погрешности в сумме.

m 66. Теперь уже можно сделать общий обзор того, что нужно иметь в виду при приближенном сокращенном вычислении алгебраической формулы. Прежде всего данную алтебрапческую формуду следует упростить, или привести к виду, наиболее выгодному для приближенного вычисления. Очевидно, наиболее выгодным для вычисления будет тот вид формулы , который даст возможность достигнуть искомого результата кратчайшим путем. Поэтому преобразование формулы должно быть направленно к уменьшению числа приближенных ариеметических действий. Следует при этом обращать внимание на уменьшение числа наиболее сложных ариеметических действий, — таких, как умножение, деление и извлечение корня. Так в задач § 61 для вычисления формулы в первоначальном ея виде нужно было произвести шесть приближенных умножений (не считая других действий), а между тем для вычисления упрощенной формулы нужно было произвести не 6, а только 4 приближенных умножения. Если данныя
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-: 86 числа выражаются небольшим числом цифр, то следует прежде всего произвести точныя ариометическия действия; тогда число приближенных арифметических действий уменьшится и формула значительно упростится. Примером такого упрощения формулы может служить задача § 62.

После упрощения формулы следует установить порядокь ариеметических дейстеий. Иногда порядок вычисления вполне определяется формулой, как напр., в задаче § 60. Но часто формула допускаетъвозможность располагать вычисление, то в одном , то в другом порядке, как напр. в задачах § 59 и § 63 В этом случае из многих порядков ариометических действий надо избрать один какой либо произвольно; иначе нельзя приступить к анализу. В некоторых случаях можно предпочесть одно расположение вычисления другому. Так напр. в задаче § 59 избран такой порядок вычисления, чтобы деление производилось над данными числами, так как анализ деления труднее анализа других действий. Если предъявлено требование искомый результат привести ко второму, или к третьему каноническому виду, то следует, если возможно, расположить вычисление так, чтобы последним действием было умножение. (См. § 41). От порядка вычисления иногда зависит большая, или меньшая сложность самого вычисления.

Когда установлен порядок вычисления, надо определить для каждого из результатов ариеметических действий единицы найвысшого разряда. Иногда нужно бывает определить не только единицу, но и цифру найвысшого разряда, т. е. иногда достаточно бывает сказать, что результат такого-то дейтысяч . Цифру найвысшого разряда надо знать тогда, когда разсматриваемое число входит в вычисление, как делимое, или как делитель, или как кубич. корень. Когда задан предел относительной, (а не абсолютной) погрешности искомого числа, то непременно надо предварительно вычислить цифру найвысшого разряда искомого числа. Цифра, или единица найвысшого разряда определяется обыкновенно посредством очень несложного вычисления, большею частью совершаемого в уме.

После этого можно уже приступить к анализу вычисления.

Здесь мы употребляем слово ,анализ“ ез смысл анализа Платона. Анализ вычисления имеет целью определить най
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- 87 – нисшую степень точности, с какой должно быть произведено каждое из ариометических действий, на которыя распадается вычисление формулы, для того, чтобы искомое число было вычислено с требуемой точностью.

При определении точности каждого ариометического деиствия надо исходить от последнего действия и определить сперва, с какой точностью надо произвести одно, два, или несколько предшествующих действий, (смотря потому, над одним , двумя, или несколькими числами производится последнее действие), чтобы последнее действие могло быть произведено с требуемой точностью. Если одно, или несколько ариометических действий, непосредственно предшествующих последнему , должны быть произведены не над данными числами, а над числами, которыя надо еще вычислить, то для выполненич каждого из этих предшествующих действий, надо в свою очередь определить степень точности, с какой должны быть произведены им предшествующия действия, и т. д. В этом и состоит анализ вычисления. Анализ должен быть продолжаем до тех пор, пока мы не дойдем до ариеметических действий над данными числами.

Когда помощью анализа будет определена степень точности каждого ариометического действия, тогда только можно приступить к вычислению формулы. Порядок ариометических действий при вычислении будет, очевидно, обратный тому, в каком эти самыя действия были разсмотрены в анализе.

Итак сычисление алгебраической формулы с требуемой точностью распадается на следующия операции:

1) Упрощение формулы.

2) Определение порядка ариеметических дейстеий.

3) Определение цифры найвысшого разряда для каждого изь результатов ариеметических дейстеий.

4) Анализ вычисления.

5) Вычисление.

Каждая из этих пяти операций должна быть произведена непременно в указанном порядке, так как каждая из них зависит от предыдущих операций и не зависит от последующих.

Не всегда должны быть совершены все эти пять операций при вычислении формулы. Первая операция может не сущест
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- 88 вовать , если формула, которую надо вычислить, уже достаточно проста. Вторая операция может не существовать, если, напр., производится одно только действие, и наконец, третья операция может быть опущена, если, напр., производится только сложение и вычитание. При вычислении сложных формул полезно располагать результаты последних четырех операций в виде синоптической таблицы, как это сделано в данных выше примерах.

В переомь столбц синоптической таблицы пишутся цифры I, II, III, IV, V, и т. д. по порядку. Во стором столбцп пишутся формулы каждого из ариометических действий в таком порядке, чтобы каждое действие могдо быть выполнено, если выполнены уже предыдущия действия. В третьем столбцп записываются значения цифр найвысшого разряда для каждого из результатов ариометических действий. В четвертый столбец вносится степень точности, с какой должно быть совершено каждое ариеметическое действие. Наконец, с плтый столбец вносятся результаты каждого из ариеметических действий. Синоптическая таблица значительно облегчает, как анализ, так и вычисление. Она также полезна для проверки анализа и вычисления. Кроме того эта таблица вносит порядок и систематичность во всю работу.

Иримъчание. Почти во всех новейших трактатах логикп анализом называется разложение целого на части, синтезом — составление целого из части. То, что мы назвали выше определением порядка вычисления иесть анализ в этом слысле.

В самом деле, определяя порядок ариометических действий , мы в то же самое время, очевидно, разлагаем все вычисление формулы на части, т. е. на ариеметически действия.

Очевидно, анализ в этом смысле не имеет ничего общого с анализом Платона. Об анализе и синтезе Платона обстоятельно изхожено в сочинении Дюгамеля "Методы умозрительныхь наукь,“ пер. Хлеюбникова.

m
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Вычисление алгебраической формулы с найбольшей точноСтью.

67. Требуется выразить частное от деления 53847 на 46 десятичной дробью с напбольшей точностью, если делимое 53847 есть приближенное число с точ. до+1. Означим искомое частное буквой х; тогда Если мы найдем точное частное 53847:46, то получим прпближенное значение х с точн. до + 46. Эта погрешность зависит исключительно от неточности одного из данных чпсел, входящих в вычисление. Приделении 53847 на 46 мы сделаем еще новую погрешность, так как данныя числа взаимно простыя и делитель содержит множителя, отличного от 2 и 5. Эта погрешность будет зависить исключительно от неточности вычисления; она может быть как угодно мала, но не может быть совсем устранена. Поэтому полная погрешность в искомом числе будет состоять из двух частей : из погрешности, зависящей от неточности данных, и из погрешности, зависящей от неточности вычисления. Первую из этих погрешностей будем называть неизбъжной погрешностью , а вторую — погрешностью вычисления.

Упростим предел неизбежной погрешности. 46= 0,021.;

поэТому.

+0,0220 Определим частное 53847:46 с точн. д0+0,001 53847:46=1170,586+0,001β. Сд.

=1170,586+-0,001+0,0220 =1170,586+00237, x=1170,58+0,030 Приводя это число к каноническому виду, напр., к третьему , получаем =1170,6-+-0,05.

Погрешность в этом числе—+0,05е состоит из трех частей: неизбежной погрешности, погрешности вычисления и погрешности укорачиванья.
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68. Положим, требуется вычислить f(х) с найбольшей точи., если х=аер, где р предел погрешности в числе а, не правильная положительная дробь. Очевидно, что наименьшее значение f(х) в пределах от х=а до х=а+р будет приближенным значением fx) с недостатком, а найбольшее — с избытком. Разность же между найб̆ольшим и найменьшим значениями f(х) внутри разсматриваемых пределов х будет пределом неизбежной погрешности.

Разсмотрим различные случаи, которые могут встретиться при определении неизбежной погрешности.

а) Положим, что f(х) от х=а до х= +р измеяется непрерывно, не имеет ни тахитит’а, ни типитит’а и все время возрастает; в таком случае f(а) будет приближенным значением f(+ер) с недост., а разность f(а+р).—f(а) пределом неизбежной погрешности.

b) Ноложим f(х) от х=а до х= а +-р непрерывно убывает и тоже не имтет ни тахитит’а ни типитит’а внутри пределов х; тогда f(а) будет приближенным значением (а–ер) с избытком, а пределом неизбежной погрешности в этом числе будет разность f(а+р) —(а).

с) Положим, что f(х) непрерывно изменяется от =а до хр и имеем один раз типитит внутри этих пределов при х=; в таком случае f() будет приближенным значением f(а+ер) с недостатком, а пределом нензбежной погрешности будет большая из двух разностей:

f(a)-f(b)  f(a+-ρ) -f(b).

с) Если f(х) в тех же пределах изменяется непрерывно и имвет один тахитит при х=с, то f(с) будет приближенным значением f(а+ер) с избытком, а пределом неизбжной погрешности будет большая из разностей (с) — (а) f() -f(+).

d) Если f(х) имвет в тех же пределах один типитит и один тахитит, или же несколько типитит’ов и тахитит ’ов, то наименьшее из всех значений (х) внутри дан· ных пределов х будет приближенным значением f(а+ер) с недостатком, и найбольшее — с избытком. Разность между найбольшим и найменьшим значениями f(х) будет пределом неизбежной погрешности.
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-91 е ) Если f(х) в пределах от х=а до х= а + р имеет разрыв сплошности при х= d, то f() имет два знaчeнiя:

iт (+) и lит (–) при μ=. В этом случа наменьшее з четырех чисел f(), (+μ), (—) и f(+р) будет приближенным значением (а+ер) с недостатком, а найбольшее — с избытком. Разность между найбольшим и найменьшим из этих четырех значений будет пределом неизбежной погрешности.

Все сказанное здесь относится к однозначной функции.

Если (х) в пределах от х=а до х=а+р имеет несколько значений, то и приближенных значений f(х) будет несколько.

При вычислении каждого из этих прпближенных значений (а+з) надо руководствоваться указаниями данными для однозначной функции.

69. Пример. Вычислить (х) =х3 — 75х+7530, полагая х=11+е.

(х) в пределах от х= 11 до х= 12 непрерывно возрастает и не имђет ни типитит’а, ни тахитит’а; поэтому f(11) будет приближенным значением f(11+е) с недостатком, а f(12) —(11) будет пределом нензбжной погрешности. Как f(11), так и f(12) может быть вычислено точно. Находим:

f(11) =8036, f(12) = 8358, f(12) —f(11) =322 этму (11+)=036+2 Придт чл ко втрому каноническому виду, получаем (11+) = 8000+1000σ.

Здесь предел неизбежной погрешности 322, погрещность вычисления О; погрешность укорачивания 36.

70. Не всегда можно определить так просто предел нензбежной погрешности. В разсмотренном примере мы могли без сложных вычислений определить нисший и высший пределы , (11) и (12), искомого приближенного числа, а вместе с тем и предел неизбежной погрешности. Но в тех случаях , когда нельзя вычислить точного значения функции, представляется вопрос, с какой точностью надо произвести вычисление функции. Этот вопрос может быть решен только тогда, когда будет определен предел неизбежной погрешности , без вычисления фуикции. Этот предел может быть определен посредством Тайлоровой строчки; при этом можно ограничиться большею частью первыми двумя членами этой строчви, а именно формулой:

f(a+-ρ)-f(a) =pf’(a+-θρ), гхе 0(0(1
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- 92 – Разсмотрим это вычисление на нижеследующем приме.

ре. Требуется вычислить (x) = 6 +, поля  = 13,7 +0,1:

f(х) от х= 13,7 до х= 13,8 непрерывно растет; поэтому нисшим предьлом (13,7+0,1) будет f(13,7). Пределом нензбжной погрешности будет разность f(13,8) —f(13,7). Найдем эту разность по формуле:

f(13,8) — f(13,7) =0, 1f’(13, 7+-0,10) f’(x) =6 — пму f(13, 8) – f(13,7) = 0, 1 6 – (13,740,10)2 (13,7+0,10) Вторую часть этого выражения надо вычислить приближенно . Достаточно вычислить одну цифру найвысшого разряда с избытком, или иначе говоря, достаточно вычислить так, чтобы предел относительной погрешности был —1/10· Для надо взять то из его предельных значений О и 1, при которых (13,7+0,10) принимаем найбольшее значение. Здесь надо принять =1. Тогда f (13,8) — f(13,7) =0,6 – (13,8 —0,6 —0,02 —0,6 Итак предел неизбежной погрешности в f(13,7) равен +0,6, а потому ƒ(13,7+0,1) –ƒ(13,7)+0,67.

Теперь можно уже решить, с какой точностью надо вычислить f(13,7). Так как предел нензбежной погрешности выражается десятыми долями, то безполезно вычислять f(13,7) точнее, чем д0-+-0,1.

При вычислении f(13,7) мы можем руководствоваться изложенными в предыдущих главах приемами сокращенных вычислений; в данном случае вычисление так не сложно, что к сокращенным приемам вычисления нет надобности прибегать . Вычислив, находим:

f(13,7) = 84,9-+-0,13 ƒ(13,7+0,11) — 84,9+-0,1β+0,67 = 84,9+0,75 f(13,7+0,) =85-+ Здесь предел непзбежной погрешности –0,6, предел погрешности вычислния + 0,1, предел всей погрешности +0,7.

По приведении к первому каноническому виду этот предел наменился в-+1.
96

71. Вычислим тецерь f(x) =x ³ –15x +40, 2,2+0,1 Прежде всего определим, нет ли тахитит’а или тинитит ’а в пределах от х= 2,2 до х= 2,3.

f’(x) = 3x ²-15 f"(x) =6x Ирих=–1V5 ’(x) =0. Но 5 заключается внутриданных пределов х, потому что 5 = 2,2360+0,00017. След. внутри данных пределов х-а f(х) имеет типитит при х=5; поэтому f(V5) будет приближенным значением f(2,2+01ẞ) с недостатком , и пределом неизбежной погрешности будет большая из двух разностей: (2,2) — (V5) или (2,3)— (V5).

Каждую из этих разностей можно вычислить или непосредственно , или посредством Тайлоровой строчки.

Непосредственное вычисление дает:

f(2,2) =17,648 f(2,3) = 17,667 f(V5) =17,639+0,001 f(2,2) — f(V5) = 0,009 f(2,3) — f(V5) = 0,028 Итак f(2,2+0,13) = f(5) +0,028λ ли ƒ(2,2+0,1β) =17,639-+-0,02 ƒ(2,2+0,1β) =17,63+-0,04ρ f(2,2 +0, 13) =17, 6-+0,1σ.

Разсмотрим определение предела непзбежной погрешности посредством Тайлоровой строчки.

Нзовем 2,3 –V5 =р, V5 – 2,2=; тогда f (2,3) —f(V5) =pf(V5) + f(2,2) –f(V5) =qf(V 5) + f'(V5+0) f’’(V 5 –) Так как f’(V5) =0, а f’(x) =6х, то f(2,3) – f (V 5) = 3 p 2(V 5 +θp) f(2, 2) –f(V 5) = 3q2 (V 5 –Cq) Найбольшее значение первой разности будет при =1, а второ̆ пр =. оэтому f(2,3) – f(V 5) = 3p 22, 3 = 3.2,3(2,3 –V 5) "— 0,03 f(2,2) –f(V5) = 3q 2V 5 =3.V 5 (V 5 — 2,2)
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- 94 – Первая из этих разностей более второй; поэтому она и будет пределом непзбежной погрешности; численное значение ея с избытком 0,03.— След.

ƒ(2,2-+-0, 1β) =f (V 5) +-0,037 =17,63+-0,04 =17,6+-0,16.

72. Вычисление функции двух, или нескольких приближенных чисел, подобно функции одной приближенной величины, требует изследования ея изменения внутри данных пределов независимых переменных. Это изследование покрайней мере столь же сложно, как и изследование тахитиш’а и типитит ’а функции нескольких переменных; поэтому не станем здесь производить этого изследования в общем виде, а ограничимся разсмотрением одного частного случая для выяснения приемов этого изследования.

Положим, требуется вычислить 2=f (x,y) = –, гдВ =37,142+0,001, –2,13+0,01β.

з увеличивается с увеличением х и с уменьшением у; поэтому наменьше значение  соответствует нажменьшему значению х и найбольшему значению у, и найбольшее значение соответствует найбольшему значению х и найменьшему значению у. След.  заключается между (37, 142) 2,14 (37, 143)2 2,13 Меньшее из этих двух чисел будет приближенным значением з с недостатком, а разность между ними пределом нензбежной погрешности. Если бы мы могли определить разность между этими пределами z, не вычисляя их, тогда достаточно было бы вычислить только нисший предел .

Эта разность пределов з может быть определена по Тайлоровой строчке.

Поом, х=+р, dz 2x dx Torga -œ(x, ), dz =+β 4(,) f (a-+p, b) -f (a,b+-9) =p(a+μp, b+-٧9)+ (a +μp,b+-v) Означим первую часть равенства через г, и внесен виесто фи ф их значения.

= + (a+ (b+) a+ b+ b +v.
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– 95 – г надо вычислить приближенно с избытком; поэтому вместо и v надо подставить такия из возможных для них значения , при которых г будет иметь найбольшее значение. Надо приять – =; тогда 37,143 2,13 0,002+0,0 ли r– 17,5(0,002-+0,175) —17,5.0,177— 3,1 Итак пределом неизбљжной погрешности в  будет 3,1.

Вычисляем нисший предел  с точностью до—10,1. Числителя надо вычислить с точи. до10,01.

37,1420 111 4260 25 9994 137,9526 137,96 2,140 128 40 64,4 Итак нисший предел  равен 64,3+0,26; след.

2–64,3+0,2σ+,1–64+,,  —64+4ω Здесь 3,1 предел неизбежной погрешности, 0,2 предел погрешности вычисления, О,3 погрешность укорачиванья и 0,4 погрешность, произшедшая от упрощения предела погрешности.

Примъчаяие. Число, вычисленное с найбольшей точностью, не всегда следует приводить к каноническому виду, потому что это приведение часто очень значительно увеличивает предел погрешности.

м
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Вычисление посредством логариемов.

73. В этом сочинении следовало бы подробно разсмотреть применение логариомов к вычислению алгебраических формул , так как вычисление посредством логариемов есть тоже приближенное вычисление. Кроме того вычисление посредством логариемов представляет найболее полное осуществление принципа найменьшого действия, коим требуется достижение искомого результата простейшим способом, а осуществление этого принципа и составляем существенную часть учения о приближениях. Но не желая расширять объем этого сочинения такими главами, которыя уже достаточно хорошо разработаны и очень хорошо изложены в учебниках, мы ограничимся здесь только определением пределов погрешности в результатах логариемических вычислений.

Как известно, в логариомических таблицах логариомы чисел и гониометрических функций даны с точи. до полуединицы найнисшого разряда с нед. или изб. Разсмотрим, с какой точностью можно вычислить логарием числа, не данного в таблицах, а вычисляемого посредством ближайших к нему табличных логариомов. Мы будем предполагать, что разности между табличными логариомами измвняются так медленно, что при интерполировании нет надобности принимать в расчет вторых разностей.

Положим, требуется вычислить логариом числа 1462,3 посредством логариемов чисел 1462 и 1463.

log 1462 =3,16495 log 1463 =3,16524 Разность между этими логариомами равна 29 единицами найнисш. разряда. Придаем к Иод 1462 произведение 0,3.29=8,7;

тогда получим од 1462,3=3,165037. Укорачивая этот логарием на один десятичный знак по правилу для приведения к третьему каноническому виду, получаем од 1462,3= 3,16504.

Докажем, что погрешность в неукороченном логариеме
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3,165037 менље полуединицы пятого десятичного знака, а в укороченном менље целой единицы того же десятичного знака, т. е.

log 1462,3= 3,165037—+-0,5v log 1462,3=3,16504 -+ дν{0,00001 η{0,00001. (*) Нам известен предел поправки каждого логариома,.

данного в таблицах, но неизвестен знак поправки; поэтому для доказательства верности доказываемого нами предложения надо разсмотреть всевозможные случаи. Таких случаев может быть четыре: а) обе поправки положительны, ) обе поправки отрицательны, с) поправка меньшого логарпема положительна, а большого отрицательна, d) поправка меньшого логариома отрицательна, а большого положительна.

2) log 1462 =3,16495+0,5λ log 1463 =,16524+0,5μ разность = 29+0,5 – 0,5 0,3 разности = 8,7+0,15μ –0,15λ lοg 1462,3=3,165037+0,35λ+0,15 log 1462,3=3,165037+0,50 Укорачивая этот логарпем на одну цифру, подучаем log 1462,3=3,16504-1-0,5* log 1462 =3,16495—0,5λ log 1463 = 3,16524—0,57 разность = 29 —0,5+0,5 0,3 раноти –= 8,7 –0,15+0,15λ log 1462,3= 3,165037 – 157–0,35λ, log 1462,3= 3,165037—0,50, log 1462,3 =3,16504 –x log 1462 =3,16495+0,5λ log 1463 =3,16524—0,5η разность = 29 —0,5 —0,51 или 0, 3 разности = 8,7—0,15η –0,15λ ο 1462,3=3,165037—0,15η+0,35λ, log 1462,3=3,165037-1-0,5p, log 1462,3=3,16504 -+ или (*) При логариомических вычислениях греческия буквы пусть озн:

чают числа, меньшия единицы найнисшого разряда логарнема.
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– 98 – log 1462 =3,16495 —0,5 log 1463 =,16524+0,5 разность = 29+0,5+0,5 0,3 рат = 8,7+0,15+0.15) о 1462,3=3,165037+0,15—0,35λ, Иод 1462,3=3,165037-+-0,50, log 1462,3=3,16504 -+ 74. Ири вычпсленип посредством логарифмов мы сперва определяем логариом искомой величины п потом по найденному логариому определяем число. Иредел погрешности в вычисленном логариоме может быть равен лескольким единицам найннсшого разряда. Ириближенному логарпему будет соответствовать приближенное число. Разсмотрим, как определяется погрешность в числе посредством погрешностп в логариеме.

а) Требуется определить приближенное значение х, если log x —2,446485-+-51.

В логариомических таблицах находим log 279,566 —2,446485-+.

Возьмем разность log x—log 279,566=+6s.

В логарпомических таблицах находим, что прп изменении аргумента на 1, означаюшую здесь 0,01, логарием изменлется на 16 единиц найнисшого разряда, а потому пределу погрешности в логариеме 6 соответствует предел погрешности в числе 0,01. 616 =0,004.

Поэтому  279,566—10,004у, или x=279,57-1-0,01ν b) Требуется определить приближенное значение угла А, ec logsin A=9,738415-+6 Из логариемических таблиц берем logsin 33°1154"=9,738415-+ Разность между logsin A и loдsin 33°11’54" менве 7 единиц найнисшого разряда логарнема. Разность между loдзип 33°11’50” и оди 33°12’ равна 32 едпницам наинисшого разряда, поэтому предел погрешности в числе 33°11’54” будт 10".–2",2 Итак =3311'54" +-3"с.
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–99 75. Приводим здесь примеры на вычисление посредством логариемов, с целью показать, как определяется погрешность в результатв вычисления, зависящая от неточностп логариомов. Заметим, что, вычисляя алгебранческую формулу посредством логариемов, мы не можем предъявдять требования вычпслнть искомую величину с заранђе заданной точностью , а можем предъявить требование вычислить ее с найболышею точностью, допускаемой неточностью тех или других логариомических таблиц.

Вычислить с наӥбольшей точностью.

U=3 π ³,  = 537,41863 logr=2,730313-+ 3logr=8,190939-+-3κ π=0,497150-+-0,5 log 4 =0,602060 - 1-0,50 9,290149-+4 log 3 =0,477 121-+0,55 log U=8,813028-+-4,5+ U= 650171000—+ 7000, Вычислить с найбольшей точностью катет с и углы В и С прямоугольного треугольника, в котором даны гиппотенуза а и катет .

a=43,7842 b=27,4038 c=V(a+b)(a -b) sin B= log(a –b) =1 214335-+» log(a +b) =1,852407-+-0,5v 3,066742-+-1,53 logc= 1,533371-+-0,87 c== 34, 1484-1-0,00026 logb = 1,437811-+ε loga= 1,641317-+0,56 logsin A= 9,796494-+1,5v A= 38°44'50"+-2"ω B= 41015'101-2"ω a a=43,7842 b= 27.4038 a – b = 16,3804 +=71,1880
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Software, subject to the following conditions:
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TERMINATION
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